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Вступ

Дисциплiна ≪Дискретна математика≫ є однiєю з основних фунда-
ментальних дисциплiн при пiдготовцi студентiв за напрямами ≪Систем-
ний аналiз≫ та ≪Комп’ютернi науки≫. Посiбник мiстить задачi по роз-
дiлах ≪Алгебра висловлень≫, ≪Алгебра множин≫, ≪Елементи теорiї вiд-
ношень≫, ≪Елементи комбiнаторики≫, ≪Елементи теорiї графiв≫, ≪Еле-
менти теорiї груп≫, ≪Елементи теорiї кiлець≫, ≪Частково впорядкованi
множини≫, ≪Решiтки≫, ≪Булевi алгебри≫ та ≪Булевi функцiї та функ-
цiональна повнота≫. Даний посiбник вiдповiдає учбовiй програмi дисцип-
лiни ≪Дискретна математика≫, задачi посiбника орiєнтованi на теорети-
чний матерiал, викладений у [15, 16].

Кожен роздiл мiстить основнi теоретичнi вiдомостi, якi необхiднi при
розв’язаннi задач даного роздiлу. Задачi впорядкованi у вiдповiдностi до
рiвня складностi. Деякi задачi, зокрема задачi роздiлiв 6 та 7, передба-
чають володiння базовими поняттями дисциплiн ≪Лiнiйна алгебра≫ та
≪Математичний аналiз≫. Для надання можливостi самоконтролю на всi
задачi обчислювального характеру наданi вiдповiдi, а в особливих ви-
падках вказiвки. Посiбник мiстить як задачi, що використовувались ав-
торами ранiше пiд час проведення курсу лекцiй та практичних занять зi
студентами, так i задачi, запозиченi з [1–7], [13].

Даний посiбник може бути використаний на математичних факуль-
тетах у вищих навчальних закладах, а також може бути корисним для
iнженерiв, якi мають на метi навчитися розв’язувати основнi задачi з
курсу дискретної математики.

5



Роздiл 1

Алгебра висловлень

1.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Висловленням називають розповiдне речення, стосовно якого в дано-
му контекстi можна визначити, є воно правдивим чи неправдивим. Бу-
демо позначати висловлення великими лiтерами англiйського алфавiту
з iндексами чи без (так званi пропозицiйнi лiтери).

Диз’юнкцiєю (логiчною сумою) висловлень A та B називають вислов-
лення A ∨ B, яке є правдивим тодi i тiльки тодi, коли правдиве хоча б
одне з висловлень A чи B. Кон’юнкцiєю (логiчним добутком) вислов-
лень A та B називають висловлення A∧B (в iнших позначеннях A&B),
яке є правдивим тодi i тiльки тодi, коли правдивi обидва висловлення
A та B. Запереченням висловлення A називають висловлення ¬A, яке
є правдивим тодi i тiльки тодi, коли висловлення A неправдиве. Iмплi-
кацiєю висловлень A та B називають висловлення A → B, яке є прав-
дивим тодi i тiльки тодi, коли з правдивостi висловлення A випливає
правдивiсть B; висловлення A часто називають посилкою або гiпотезою
iмплiкацiї A → B, а висловлення B – наслiдком. Еквiваленцiєю (подвiй-
ною iмплiкацiєю) висловлень A та B називають висловлення A ↔ B,
яке є правдивим тодi i тiльки тодi, коли обидва висловлення A та B є
водночас правдивими або водночас неправдивими (набувають однакових
значень). Сумою за модулем 2 (виключною логiчною сумою) висловлень
A та B називають висловлення A⊕B, яке є правдивим тодi i тiльки тодi,
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1.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

коли рiвно одне з висловлень A чи B є правдивим (висловлення A та B
набувають рiзних значень).

Множина формул визначається умовами: 1) пропозицiйна лiтера є
формулою; 2) якщо A та B – формули, то (A∨B), (A∧B), (¬A) – також
формули; 3) iнших формул немає. Iнтерпретацiєю формули алгебри ви-
словлень називається зiставлення кожнiй пропозицiйнiй лiтерi у формулi
значення ≪правда≫ (1) чи ≪неправда≫ (0). Множину всiх iнтерпретацiй
даної формули зручно зводити в так звану таблицю правдивостi, яка
мiстить 2n рядкiв.

Основнi закони алгебри висловлень:
1) комутативнiсть (переставний закон): A ∨B = B ∨ A, A ∧B = B ∧ A;
2) дистрибутивнiсть (розподiльний закон): A∨(B∧C) = (A∨B)∧(A∨C),
A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C);
3) нейтральнiсть: A ∨ 0 = A, A ∧ 1 = A;
4) доповненiсть: A ∨ ¬A = 1, A ∧ ¬A = 0;
5) унiверсальнi межi: A ∨ 1 = 1, A ∧ 0 = 0;
6) абсорбцiя (поглинання): A ∨ (A ∧B) = A, A ∧ (A ∨B) = A;
7) iдемпотентнiсть: A ∨ A = A, A ∧ A = A;
8) асоцiативнiсть (сполучний закон): A∨(B∨C) = (A∨B)∨C, A∧(B∧C) =
(A ∧B) ∧ C;
9) єдинiсть заперечення: (A ∨X = 1, A ∧X = 0) ⇒ (X = ¬A);
10) iнволютивнiсть (подвiйне заперечення): ¬¬A = A;
11) закон (правило) де Моргана: ¬(A∨B) = ¬A∧¬B, ¬(A∧B) = ¬A∨¬B;
12) склеювання: (A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B) = A, (A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B) = A;
13) закон Порецького: A ∨ (¬A ∧B) = A ∨B, A ∧ (¬A ∨B) = A ∧B.

Першi чотири пари законiв називають основними, iншi можуть бути
виведенi з них без використання таблиць правдивостi.

Аргумент xi називають суттєвим для функцiї f(x1, . . . , xn), якщо
f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) ̸= f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an) для деякого
набору a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an з 0 та 1; iнакше xi називають фiктивним.

Формули алгебри висловлень можна розглядати як електричнi лан-
цюги, якi мiстять лише дроти та двопозицiйнi перемикачi (так званi
релейно-контактнi схеми). 1 – вважається, що перемикач пропускає
струм, 0 – не пропускає, ¬x – розмикаючий контакт, ∧ – послiдовне з’єд-
нання контактiв, ∨ – паралельне. Двi релейно-контактнi схеми вважають
еквiвалентними, якщо струм проходить через одну з них тодi i тiльки то-
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1.2. Задачi

дi, коли проходить через iншу. З двох еквiвалентних релейно-контактних
схем бiльш простою вважають ту, яка мiстить менше контактiв.

Формула B логiчно випливає з формул A1, . . . , An (або формули
A1, . . . , An логiчно тягнуть формулу B), якщо формула B є правдивою
на всiх iнтерпретацiях, на яких водночас правдивi формули A1, . . . , An

(позначення A1, . . . , An |= B або A ⇒ B у випадку n = 1). Формули
A1, . . . , An називають гiпотезами, формулу B – наслiдком. У випадку
n = 0 формула B є тавтологiєю (позначення |= B).

1.2. Задачi
№ 1.1. Довести закони 5–13 алгебри висловлень. Перед доведенням за-
кону 8 довести допомiжнi леми:

A ∧ B = A ∧ C,
¬A ∧ B = ¬A ∧ C

}
⇒ (B = C);

A ∨ B = A ∨ C,
¬A ∨ B = ¬A ∨ C

}
⇒ (B = C).

№ 1.2. Побудувати таблицi правдивостi для висловлень: A ∨ B, A ∧ B,
¬A, A → B, A ↔ B, A⊕B.

№ 1.3. Побудувати таблицi правдивостi для висловлень:
1) A1 = (A → B) → C;
2) A2 = (¬A → B) → C;
3) A3 = (A → ¬B) → C;
4) A4 = (A → B) → ¬C;
5) A5 = (¬A → ¬B) → C;
6) A6 = (¬A → B) → ¬C;

7) A7 = (A → ¬B) → ¬C;
8) A8 = (¬A → ¬B) → ¬C;
9) A9 = (A ∧ ¬B)⊕ C;
10) A10 = A ∨ (B ↔ C);
11) A11 = (¬A ∨B) ∧ C;
12) A12 = (A⊕B) ∨ C.

№ 1.4. Спростити (за можливостi) та вказати всi суттєвi аргументи:
1) (A ∧B) ∨ (¬A ∧ C);
2) (A ∧B) ∨ A;
3) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

№ 1.5. Перевiрити правило вибору (Modus Ponens) A,A → B |= B та
правило силогiзму A → B,B → C |= A → C.

№ 1.6. Довести логiчний наслiдок:
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1.2. Задачi

1) A → B,B → C |= A → C;
2) A→ (B → C) |=B→ (A → C);
3) A → (B → C) |= (A ∧B) → C;
4) (A ∧B) → C |= A → (B → C);
5) A→ B |= (B→ C) → (A → C);
6) A→ B |=(C→ A) → (C → B);
7) A → B |= (C ∧ A) → (C ∧B);
8) A → B |= (A ∧ C) → (B ∧ C);
9) A → B |= (A ∨ C) → (B ∨ C);

10) A → B |= (C ∨ A) → (C ∨B);
11) ¬A |= A → B;
12) A |= ¬A → B;
13) B |= A → B;
14) A → B |= ¬B → ¬A;
15) A → ¬B |= B → ¬A;
16) ¬A → B |= ¬B → A;
17) ¬A → ¬B |= B → A.

№ 1.7. Перевiрити, чи має мiсце логiчний наслiдок:
1) |= (A ∨B) → (A ∧ C);
2) |= ((A → B) → B) → A;
3) |= ((A → B) → B) → B;
4) |= ¬(A ∨ ¬A) → (A ∨ ¬A);

5) A |= ¬(A → ¬A);
6) A → B |= B → A;
7) A ∨ (B ∧ C) |= (A ∨B) ∧ C;
8) (A ∨B) ∧ C |= A ∨ (B ∧ C).

№ 1.8. У вказаних задачах перевiрити правильнiсть мiркувань. Для цьо-
го представити кожне речення у виглядi пропозицiйної форми та перевi-
рити, чи випливає наслiдок з гiпотез.

1. Якщо книга узгоджується з Кримiнальним Кодексом, то вона не
потрiбна. Якщо книга не узгоджується з Кримiнальним Кодексом, то
вона шкiдлива. Якщо книга не потрiбна або шкiдлива, ми її не читаємо.
Отже, книгу ми не читаємо.

2. Якщо Джонс комунiст, то Джонс атеїст. Джонс атеїст. Отже, Джонс
комунiст.

3. Якщо будувати протиатомнi сховища, то iншi держави будуть почу-
вати себе в небезпецi, а наш народ отримає хибну уяву про свою безпеку.
Якщо iншi держави будуть почувати себе в небезпецi, то вони можуть
розпочати превентивну вiйну. Якщо наш народ отримає хибну уяву про
свою безпеку, то вiн послабить зусилля, спрямованi на збереження миру.
Якщо не будувати протиатомнi сховища, то ми ризикуємо мати коло-
сальнi втрати в разi вiйни. Отже, або iншi держави можуть розпочати
превентивну вiйну, та наш народ послабить зусилля, спрямованi на збе-
реження миру, або ми ризикуємо мати колосальнi втрати в разi вiйни 1.

4. Якщо Джонс не зустрiчав цiєї ночi Смiта, то або Смiт вбивця, або
Джонс бреше. Якщо Смiт не вбивця, то Джонс не зустрiчав Смiта цiєї

1В данiй задачi ≪або≫ вважаємо виключним
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1.2. Задачi

ночi та вбивство було пiсля 12 годин ночi. Якщо вбивство було пiсля 12
годин ночi, то або Смiт вбивця, або Джонс бреше. Отже, Смiт вбивця 2.

№ 1.9. Перевiрити сумiснiсть множини тверджень. Для цього предста-
вити кожне речення у виглядi пропозицiйної форми, а потiм перевiрити,
чи є їх кон’юнкцiя суперечнiстю.

Якщо вечiрка нудна, то або Алiса починає плакати, або Анатоль роз-
повiдає смiшнi iсторiї. Якщо Сiльвестр приходить на вечiрку, то або ве-
чiрка нудна, або Алiса починає плакати. Якщо Анатоль розповiдає смi-
шнi iсторiї, то Алiса не починає плакати. Сiльвестр приходить на вечiрку
тодi i тiльки тодi, коли Анатоль не розповiдає смiшнi iсторiї. Якщо Алiса
починає плакати, то Анатоль розповiдає смiшнi iсторiї.

№ 1.10. Для формул побудувати релейно-контактнi схеми:
1) (A → B) ∧ (B → C);
2) ((A → B) ∧ (B → C)) → (A → C);
3) (A → B) → (¬A ∧ (B ∨ C));
4) (A → (B → C)) → (B → ¬A).

№ 1.11. Для релейно-контактних схем на рис. 1.1–1.9 побудувати фор-
мули.

№ 1.12. Для релейно-контактних схем на рис. 1.4–1.9 побудувати бiльш
простi еквiвалентнi їм ланцюги, записати вiдповiднi формули.

A

B C

Рис. 1.1

C

D

BA

Рис. 1.2

B

A

С

Рис. 1.3
2Тут i в наступнiй задачi ≪або≫ вважаємо невиключним
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1.2. Задачi

C

C

B

C

A

C

A

B

Рис. 1.4

A B C

C

C

BA

B

Рис. 1.5

C

B

A

D

A

B

D

A

C

Рис. 1.6

A

B

B

C

A

B

C

Рис. 1.7

№ 1.13. Знайти значення дiйсної змiнної x, якi задовольняють двi умови:
1) якщо x менше 13, то x бiльше 40; 2) якщо x бiльше 13, то x менше 1.

№ 1.14. Нехай кожен iз трьох членiв комiтету голосує ≪за≫, натиска-
ючи на кнопку. Побудувати за можливiстю найпростiший електричний
ланцюг, який би проводив струм тодi i тiльки тодi, коли не менше двох
членiв комiтету голосують ≪за≫. Записати вiдповiдну формулу.

№ 1.15. Потрiбно, щоб свiтло в кiмнатi вмикалося за допомогою трьох
рiзних перемикачiв таким чином, що натискання на кожен з них призво-
дить до вмикання свiтла, якщо воно було вимкнуте, та до вимикання в
протилежному випадку. Побудувати простий ланцюг, який задовольняє
цю умову. Записати вiдповiдну формулу.
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1.2. Задачi

A

C

CB

B

CB

A C

A

A

B

B

A

B

A
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Рис. 1.8

A

B

С

B

С

A

Рис. 1.9
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Роздiл 2

Алгебра множин

2.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Довiльний набiр об’єктiв, що попарно розрiзняються, називають мно-
жиною (≪наївне≫ означення множини, Г. Кантор). x ∈ A позначає нале-
жнiсть елемента x множинi A, x /∈ A позначає неналежнiсть. ∅ – поро-
жня множина, тобто множина, яка не мiстить жодного елемента. Мно-
жини A та B називають еквiвалентними або рiвними, якщо вони мiстять
однi й тi самi елементи: (A = B) ⇔ ((x ∈ A) ↔ (x ∈ B)). Потужнiстю
card(A) скiнченної множини A називають кiлькiсть її елементiв. Множи-
ну B називають пiдмножиною множини A (позначення B ⊂ A), а множи-
ну A надмножиною множини B (A ⊃ B), якщо кожен елемент множини
B належить множинi A: (B ⊂ A) ⇔ (A ⊃ B) ⇔ ((x ∈ B) → (x ∈ A)).
Множину всiх пiдмножин множини A позначають 2A.

Об’єднанням множин A та B називають множину A ∪ B = {x | (x ∈
A) ∨ (x ∈ B)}. Перерiзом множин A та B називають множину A ∩ B =
{x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}. Рiзницею множин A та B називають множину
A \ B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}. Симетричною рiзницею множин A та
B називають множину A △ B = {x | (x ∈ A) ⊕ (x ∈ B)}; очевидно, що
A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A). Вважаємо, що в межах заданого контексту
визначена так звана унiверсальна множина U , яка мiстить всi елементи,
якi розглядаються в заданому контекстi. Доповненням до множини A
(вiдносно унiверсальної множини U) називають множину Ac = {x ∈ U |
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2.2. Задачi

(x /∈ A)}; очевидно, що Ac = U \ A.
Декартовим добутком множин A1, A2, . . . , An називають множину

A1 × A2 × . . . × An = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n}, що склада-
ється з упорядкованих n-ок вигляду (a1, a2, . . . , an). Оскiльки елементи
множин Ai можуть бути рiзної природи, доцiльно вводити рiзнi унiвер-
сальнi множини Ui, а унiверсальною множиною для декартового добутку
в цьому разi вважатимемо U = U1 × U2 × . . .× Un.

Для скiнченних множин A1, . . . , An має мiсце формула включень i

виключень: card
( n∪
i=1

Ai

)
=

∑
i

card(Ai)−
∑
i<j

card(Ai ∩Aj)+
∑

i<j<k

card(Ai ∩

Aj ∩ Ak)− . . .+ (−1)n−1 card(A1 ∩ . . . ∩ An).

2.2. Задачi
№ 2.1. Чи iснують множини A, B, C такi, що A ∩ B ̸= ∅, A ∩ C = ∅,
(A ∩B) \ C = ∅?

№ 2.2. Довести:
1) (A ∩B) ∪ (C ∩D) = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ∩ (A ∪D) ∩ (B ∪D);
2) (A ∪B) ∩ (C ∪D) = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ∪ (A ∩D) ∪ (B ∩D).

№ 2.3. Довести еквiвалентностi:
(A ⊂ B) ⇔ (A ∪B = B) ⇔ (A ∩B = A) ⇔

⇔ (A ∩Bc = ∅) ⇔ (Ac ∪B = U) ⇔ (Bc ⊂ Ac).

№ 2.4. Довести:
1) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
2) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
3) A \ (A \B) = A ∩B;
4) A \B = A \ (A ∩B);
5) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C) = (A ∩B) \ C;
6) (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C);
7) A ∪B = A ∪ (B \ A);
8) A ∩ (B \ A) = ∅;
9) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
10) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.
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2.2. Задачi

№ 2.5. Довести:
1) ((A ∪B) ⊂ C) ⇔ ((A ⊂ C) ∧ (B ⊂ C));
2) (A ⊂ (B ∩ C)) ⇔ ((A ⊂ B) ∧ (A ⊂ C));
3) ((A ∩B) ⊂ C) ⇔ (A ⊂ (Bc ∪ C));
4) (A ⊂ (B ∪ C)) ⇔ ((A ∩Bc) ⊂ C);
5) ((A \B) ∪B = A) ⇔ (B ⊂ A);
6) ((A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C)) ⇔ (C ⊂ A) 1;
7) (A ⊂ B) ⇒ ((A ∪ C) ⊂ (B ∪ C));
8) (A ⊂ B) ⇒ ((A ∩ C) ⊂ (B ∩ C));
9) (A ⊂ B) ⇒ ((A \ C) ⊂ (B \ C));
10) (A ⊂ B) ⇒ ((C \B) ⊂ (C \ A));
11) (A ∪B = A ∩B) ⇔ (A = B);
12) (A = Bc) ⇔ ((A ∩B = ∅) ∧ (A ∪B = U)).

Для пп. 7–10 перевiрити зворотнi твердження, вiдповiдь обгрунтува-
ти.

№ 2.6. Довести:
1) A △ B = B △ A;
2) A △ (B △ C) = (A △ B) △ C;
3) A ∩ (B △C) = (A ∩B)△ (A ∩C);
4) A △ (A △ B) = B;
5) A ∪B = (A △ B) △ (A ∩B);
6) A ∩B = (A △ B) △ (A ∪B);

7) A \B = A △ (A ∩B);
8) A \B = (A △ B) \B;
9) A △ ∅ = A;
10) A △ A = ∅;
11) A △ U = Ac;
12) A ∪B = (A △ B) ∪ (A ∩B).

№ 2.7. Спростити A △ (B △ C), якщо A ⊂ B, A ∩ C = ∅.

№ 2.8. Довести:
1) ((A1 ∪ . . . ∪ An) △ (B1 ∪ . . . ∪Bn)) ⊂ ((A1 △ B1) ∪ . . . ∪ (An △ Bn));
2) ((A1 ∩ . . . ∩ An) △ (B1 ∩ . . . ∩Bn)) ⊂ ((A1 △ B1) ∪ . . . ∪ (An △ Bn)).

№ 2.9. Довести:
1) (A △ B = ∅) ⇔ (A = B);
2) (A ∩B = ∅) ⇔ (A ∪B = A △ B);
3) (A △ B = C) ⇔ (B △ C = A) ⇔ (C △ A = B).

1iмплiкацiю ≪⇐≫ називають модулярнiстю
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2.2. Задачi

№ 2.10. Нехай U = [0; 1). Множина A складається з скiнченного об’єд-

нання пiвiнтервалiв [ak; bk) ⊂ [0; 1), k > 1, тобто A =
n∪

k=1

[ak; bk). Довести,

що набiр таких множин S є алгеброю множин (таку алгебру називають
борелiвською). Навести приклад, коли нескiнченне об’єднання та нескiн-
ченний перетин вказаних пiвiнтервалiв не належить S.

№ 2.11. Множина A мiстить n елементiв, множина B – m елементiв.
Скiльки елементiв можуть мiстити множини: 1) A ∪B; 2) A∩B; 3) A\B;
4) A △ B? У яких випадках досягаються мiнiмальна та максимальна
кiлькiсть?

№ 2.12. Множина A мiстить 5 елементiв, множина B – 4 елемента, мно-
жина C – 10 елементiв. Скiльки елементiв та в яких конкретно випадках
може мiстити множина A △ (B △ C)?

№ 2.13. Визначити операцiї ∪, ∩, \ через: 1) △, ∩; 2) △, ∪; 3) \, △.

№ 2.14. Довести, що не можна визначити: 1) \ через ∩, ∪; 2) ∪ через ∩, \.

№ 2.15. Серед 350 студентiв англiйську мову знають 200, французьку
– 150, нiмецьку – 100. Англiйську та французьку знають 50, англiйську
та нiмецьку – 40, французьку та нiмецьку – 30. Всi три мови знають 15
студентiв. Скiльки студентiв не знає жодної з вказаних мов?

№ 2.16. 1) Довести: (A △ B = A △ C) ⇒ (B = C).
2) Чи вiрно, що (A∩B = A∩C) ⇒ (B = C); (A∪B = A∪C) ⇒ (B = C)?
3) Чи вiрно, що (A ∩B = A ∩ C,A ∪B = A ∪ C) ⇒ (B = C)?

№ 2.17. Розв’язати рiвняння X △ A = B вiдносно змiнної X.

№ 2.18. Розв’язати систему рiвнянь вiдносно змiнної X та вказати умови
на множини A, B, C, коли розв’язок iснує:

1)

{
A ∩X = B,

A ∪X = C;

2)

{
A \X = B,

X \ A = C;

3)

{
A \X = B,

A ∪X = C;

4)

{
A ∪X = B ∩X,

A ∩X = C ∪X;

5)

{
A \X = X \B,

X \ A = C \X;

6)

{
A ∩X = B \X,

C ∪X = X \ A.
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2.2. Задачi

№ 2.19. Навести приклад, коли A×B ̸= B ×A, вказати бiєкцiю f : A×
B → B × A. Навести приклад, коли A× (B × C) ̸= (A×B)× C.

№ 2.20. Довести:
1) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
2) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
3) (A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D);
4) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);
5) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C);
6) (U1×U2)\(A×B) = ((U1\A)×U2)∪(U1×(U2\B)), де U1, U2 унiверсальнi
множини для A, B.

№ 2.21. Нехай множини A, B, C, D непорожнi. Довести еквiвалентнiсть:
((A ⊂ B) ∧ (C ⊂ D)) ⇔ (A× C ⊂ B ×D).

№ 2.22. Довести: (A× B) ∪ (C ×D) ⊂ (A ∪ C)× (B ∪D). При яких A,
B, C, D має мiсце рiвнiсть?

№ 2.23. Нехай множини A, B непорожнi та (A×B)∪ (B ×A) = C ×D.
Довести, що A = B = C = D.

№ 2.24. Нехай Ak = {k} (k ∈ N) – одноелементнi множини, Bk = {km |
m ∈ N} (k ∈ N). Чи кожну пiдмножину множини N можна зобразити
через скiнченну кiлькiсть операцiй об’єднання, перерiзу та доповнення
над множинами виду Ak та Bk?
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Роздiл 3

Елементи теорiї вiдношень

3.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Нехай A1, . . . , An – довiльнi множини. Вiдношенням R, що задане на
множинах A1, . . . , An, називають довiльну пiдмножину декартового до-
бутку: R ⊂ A1 × . . . × An. Якщо A1 = . . . = An = A, то кажуть, що R
задане на множинi A. Вiдношення R = ∅ називають порожнiм, вiдно-
шення R = A1 × . . .× An – повним. Якщо n = 1, вiдношення називають
унарним, якщо n = 2 – бiнарним, якщо n = 3 – тернарним. Тотожне
вiдношення позначають IA: (xIAy) ⇔ (x = y) або IA = {(x, x) | x ∈ A}.

Областю визначення бiнарного вiдношення R : A → B називається
множина {x ∈ A | ∃y ∈ B : xRy}, областю значень (образом) – множина
{y ∈ B | ∃x ∈ A : xRy}. Обернене вiдношення R−1 : B → A визначається
таким чином: (xR−1y) ⇔ (yRx). Композицiєю вiдношень R1 : A → B та
R2 : B → C називається вiдношення R1 ◦ R2 таке, що (x(R1 ◦ R2)z) ⇔
(∃y ∈ B : (xR1y) ∧ (yR2z)).

Вiдношення R на множинi A називається: рефлексивним, якщо ∀x ∈
A (x, x) ∈ R; антирефлексивним, якщо ∀x ∈ A (x, x) /∈ R; симетричним,
якщо (xRy) ⇔ (yRx); антисиметричним, якщо ((xRy)∧(yRx)) ⇒ (x = y);
транзитивним, якщо ((xRy) ∧ (yRz)) ⇒ (xRz).

Транзитивним замиканням вiдношення R : A → A називається вiд-
ношення R+ : A → A таке, що: 1) R+ транзитивне; 2) R+ ⊃ R; 3) якщо
вiдношення S : A → A транзитивне та S ⊃ R, то S ⊃ R+. Має мiсце
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3.2. Задачi

формула R+ =
∞∪
k=1

Rk = R ∪ (R ◦ R) ∪ . . . ∪ (R ◦ . . . ◦ R) ∪ . . ., яка для

скiнченної множини A, що мiстить n елементiв, перетворюється на таку:

R+ =
n∪

k=1

Rk.

Вiдношенням еквiвалентностi (еквiвалентнiстю) на A називається ре-
флексивне, симетричне та транзитивне вiдношення на A (часто замiсть
xRy використовують x ∼ y). Класом еквiвалентностi (сумiжним класом)
елемента x ∈ A називається множина [x] = {y ∈ A | y ∼ x}. Фактор-
множиною A/∼ називається множина всiх класiв еквiвалентностi.

Вiдношеням часткового порядку (частковим порядком) на A нази-
вається рефлексивне, антисиметричне та транзитивне вiдношення на A
(часто замiсть xRy використовують x ≼ y). Частковий порядок ≪≼≫ на-
зивається лiнiйним порядком, якщо два довiльнi елементи x та y порiв-
нянi: або x ≼ y, або y ≼ x.

Вiдношення R : A → B називають сюр’єктивним, якщо ∀y ∈ B ∃x ∈
A xRy; iн’єктивним, якщо ((x1Ry) ∧ (x2Ry)) ⇒ (x1 = x2); функцiональ-
ним, якщо ((xRy1) ∧ (xRy2)) ⇒ (y1 = y2). Функцiю f : A → B називають
вiдображенням, якщо вона визначена для всiх x ∈ A.

Iн’єкцiєю (вiдображенням ≪у≫) називають вiдображення, що вiдпо-
вiдає iн’єктивному функцiональному вiдношенню; сюр’єкцiєю (вiдобра-
женням ≪на≫) – вiдображення, що вiдповiдає сюр’єктивному функцiо-
нальному вiдношенню; бiєкцiєю (взаємно однозначним вiдображенням)
– вiдображення, яке є i iн’єкцiєю, i сюр’єкцiєю.

3.2. Задачi
№ 3.1. Знайти область визначення, область значень, R−1, R◦R, R◦R−1,
R−1 ◦R для вiдношень R = R1, . . . , R5:
1) R1 = {(x, y) | x ∈ N, y ∈ N, y дiлиться на x};
2) R2 = {(x, y) | x ∈ N, y ∈ N, x дiлиться на y};
3) R3 = {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, x+ y 6 0};
4) R4 = {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, 2x > 3y};
5) R5 = {(x, y) | x ∈ [− π

2
; π
2
], y ∈ [− π

2
; π
2
], y > sinx}.

№ 3.2. Довести, що для довiльних бiнарних вiдношень:

19



3.2. Задачi

1) R ∪R = R ∩R = R;

2) (R−1)−1 = R;

3) (R1 ∪R2)
−1 = R−1

1 ∪R−1
2 ;

4) (R1 ∩R2)
−1 = R−1

1 ∩R−1
2 ;

5) R1 ◦ (R2 ◦R3) = (R1 ◦R2) ◦R3;

6) (R1 ◦R2)
−1 = R−1

2 ◦R−1
1 ;

7)
(

n∪
i=1

Ri

)
◦ S =

n∪
i=1

(Ri ◦ S);

8) S ◦
(

n∪
i=1

Ri

)
=

n∪
i=1

(S ◦Ri);

9) S ◦
(

n∩
i=1

Ri

)
⊂

n∩
i=1

(S ◦Ri);

10)
(

n∩
i=1

Ri

)
◦ S ⊂

n∩
i=1

(Ri ◦ S).

Навести приклад, коли у пп. 9–10 вкладення є строгими.

№ 3.3. Довести, що матриця MR◦S композицiї вiдношень R, S є ≪логi-
чним множенням≫ матриць MR, MS.

№ 3.4. Обчислити:
1) R2000, якщо R = {(1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 2)};
2) R800, якщо R = {(1, 1), (1, 2), (3, 3)}.

№ 3.5. Навести приклад вiдношення, яке:
1) симетричне i антисиметричне одночасно;
2) рефлексивне, симетричне, не транзитивне;
3) рефлексивне, антисиметричне, не транзитивне;
4) рефлексивне, транзитивне, не симетричне;
5) антисиметричне, транзитивне, не рефлексивне;
6) симетричне, транзитивне, не рефлексивне.

№ 3.6. Нехай вiдношення R1 та R2 рефлексивнi. Довести, що вiдношення
R1 ∪R2, R1 ∩R2, R−1

1 , R1 ◦R2 рефлексивнi.

№ 3.7. Нехай вiдношення R1 та R2 антирефлексивнi. Довести, що вiд-
ношення R1∪R2, R1∩R2, R−1

1 антирефлексивнi. Навести контрприклад,
коли R1 ◦R2 не антирефлексивне.

№ 3.8. Нехай вiдношення R1 та R2 симетричнi. Довести, що вiдношення
R1∪R2, R1∩R2, R−1

1 , R1◦R−1
1 симетричнi. Довести, що R1◦R2 симетричне

тодi й тiльки тодi, коли R1 ◦R2 = R1 ◦R2.

№ 3.9. Нехай вiдношення R1 та R2 антисиметричнi. Довести, що вiдно-
шення R1 ∩ R2, антисиметричнi. Довести: (R1 ∪ R2 антисиметричне) ⇔
(R1 ∩R−1

2 ⊂ IA).
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3.2. Задачi

№ 3.10. Нехай вiдношення R1 та R2 транзитивнi. Довести, що вiдно-
шення R−1

1 , R1 ∩R2 транзитивнi. Навести контрприклади, коли R1 ∪R2,
R1 ◦R2 не транзитивнi.

№ 3.11. Довести, що вiдношення, яке симетричне i антисиметричне од-
ночасно, є транзитивним.

№ 3.12. Дослiдити вiдношення R ⊂ A×A, де A = {1, 2, 3, 4}, на рефлек-
сивнiсть, антирефлексивнiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, тран-
зитивнiсть:
1) R = {(1, 1), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (4, 4)};
2) R = {(1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 1), (4, 2)};
3) R = {(1, 1), (1, 4), (2, 2), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 4)}.

№ 3.13. Дослiдити вiдношення R ⊂ R2 на рефлексивнiсть, антирефлек-
сивнiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, транзитивнiсть:
1) (xRy) ⇔ (xy > 0);
2) (xRy) ⇔ (0 6 xy 6 1);
3) (xRy) ⇔ (0 < y

x
< 1);

4) (xRy) ⇔ (1
3
< y

x
< 3);

5) (xRy) ⇔ (|x| 6 |y|);
6) (xRy) ⇔ (|x| < |y|);
7) (xRy) ⇔ (x > y);

8) (xRy) ⇔ (x2 = y2);
9) (xRy) ⇔ (x2 > y);
10) (xRy) ⇔ (|x|+ |y| 6 4);
11) (xRy) ⇔ (max(x, y) > 1);
12) (xRy) ⇔ ({x+ y} > 1

2
), ({x+ y}

– дробова частина числа x+ y).

№ 3.14. Дослiдити вiдношення R на рефлексивнiсть, антирефлексив-
нiсть, симетричнiсть, антисиметричнiсть, транзитивнiсть та знайти тран-
зитивне замикання R+, якщо:
1) {Ci} множина кiл на координатнiй площинi, CiRCj, якщо кола Ci та
Cj мають хоча б одну спiльну точку;
2) {li} множина прямих на координатнiй площинi, (liRlj) ⇔ (li∩ lj ̸= ∅);
3) {li} множина прямих на координатнiй площинi, (liRlj) ⇔ (li ∥ lj);
4) {li} множина прямих на координатнiй площинi, (liRlj) ⇔ (li ⊥ lj);
5) {li} множина прямих в просторi, liRlj, якщо прямi li та lj мимобiжнi.

№ 3.15. Нехай A = {a1, a2, a3}. Знайти транзитивне замикання R+,
якщо:
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3.2. Задачi

1) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a1)};
2) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a2)};

3) R = {(a1, a2), (a2, a3)}.

№ 3.16. Нехай A = {a1, a2, a3, a4}. Знайти транзитивне замикання R+,
якщо:
1) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a1), (a3, a4)};
2) R = {(a1, a4), (a2, a3), (a3, a4), (a4, a2)};
3) R = {(a1, a3), (a2, a4), (a3, a4), (a4, a3)};
4) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a4)}.

№ 3.17. Нехай A = {a1, a2, a3, a4, a5}. Знайти транзитивне замикання
R+, якщо:
1) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a4), (a4, a5), (a5, a3)};
2) R = {(a1, a2), (a2, a1), (a5, a4), (a4, a3), (a3, a5)};
3) R = {(a1, a2), (a2, a3), (a3, a4), (a4, a2), (a3, a5)}.

№ 3.18. Знайти транзитивне замикання R+, якщо:
1) R = {(n, n), (n, n+ 1) | n ∈ N};
2) R = {(n, n+ 1) | n ∈ N};
3) R = {(n, n), (n+ 1, n) | n ∈ N};

4) R = {(n+ 1, n) | n ∈ N};
5) R = {(x, y) | x2 + y2 = 1};
6) R = {(x, y) | x2 + y2 6 1}.

№ 3.19. Нехай A = {a1, a2, a3, a4}, B = {b1, b2, b3, b4}. Дослiдити, чи є
вiдношення R сюр’єктивним, iн’єктивним, функцiональним, вiдображе-
нням.
1) R ⊂ A×B, R = {(a1, b1), (a1, b4), (a2, b1), (a2, b3), (a3, b2), (a4, b4)};
2) R ⊂ A×B, R = {(a1, b1), (a1, b2), (a1, b3)};
3) R ⊂ A× A, R = {(a1, a4), (a2, a4), (a3, a2), (a4, a2)};
4) R ⊂ A× A, R = {(a1, a3), (a2, a4), (a3, a2), (a4, a1)}.

№ 3.20. Дослiдити вiдображення на сюр’єктивнiсть, iн’єктивнiсть, бiє-
ктивнiсть.
1) f : R → R, f(x) = x2;
2) f : R → [−1; 1], f(x) = sinx;

3) f : R → (0;+∞), f(x) = ex;
4) f : R → (−π

2
; π
2
), f(x) = arctg x.

№ 3.21. Чи є вiдображення R ⊂ R2 функцiональними?
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3.2. Задачi

1) R = {(x, y) | y2 = x};
2) R = {(x, y) | x2 = y};

3) R = {(x, y) | y3 = x};
4) R = {(x, y) | x2 + y2 = 1}.

№ 3.22. Довести, що композицiя:
1) вiдображень є вiдображенням;
2) сюр’єктивних вiдношень є сюр’єктивним вiдношенням;
3) iн’єктивних вiдношень є iн’єктивним вiдношенням;
4) функцiональних вiдношень є функцiональним вiдношенням;
5) бiєкцiй є бiєкцiєю.

№ 3.23. Нехай A,B множини, f : A → B функцiя.
1. Довести, що вiдношення R ⊂ A × A, (xRy) ⇔ (f(x) = f(y)) є вiдно-
шенням еквiвалентностi.
2. Довести, що для вiдображення f iснує розклад f = ε◦f ′, де ε природне
вiдображення A на A/R = {[x]R | x ∈ A}, тобто ε(x) = [x]R, а f ′ взаємно
однозначна вiдповiднiсть мiж A/R та f(A).
3. Для функцiї f : R ∋ x 7→ x3 − 3x ∈ R знайти ε та f ′.
4. Для множин A = {a1, . . . , a6}, B = {b1, . . . , b5} та функцiї f , яка задана
парами значень {(a1, b5), (a2, b4), (a3, b2), (a4, b2), (a5, b4), (a6, b3)}, знайти ε
та f ′.

№ 3.24. Нехай ≪∼≫ – вiдношення еквiвалентностi на R, що задане спiв-
вiдношенням (x ∼ y) ⇔ (f(x) = f(y)). Вказати в явному виглядi класи
еквiвалентностi Aα, що вiдповiдають значенню α = f(x), та фактор-мно-
жину R/∼.
1) f(x) = [x] (цiла частина числа x); 2) f(x) = sin x.

№ 3.25. Нехай ≪∼≫ – вiдношення еквiвалентностi на R2, що задане спiв-
вiдношенням ((x1, x2) ∼ (y1, y2)) ⇔ (f(x1, x2) = f(y1, y2)). Вказати в яв-
ному виглядi класи еквiвалентностi Aα, що вiдповiдають значенню α =
f(x1, x2), фактор-множину R2/∼ та зобразити на координатнiй площинi
класи еквiвалентностi для декiлькох суттєвих значень α.
1) f(x1, x2) = x2

1 + x2
2;

2) f(x1, x2) = |x1x2|;
3) f(x1, x2) = |x1|+ |x2|;

4) f(x1, x2) = (x1 − 1)2x2;
5) f(x1, x2) = x1(x2 + 1)3.

№ 3.26. Чи є множини {Aα | α ∈ R} класами еквiвалентностi за деяким
вiдношенням ≪∼≫? Якщо так, навести для вiдношення ≪∼≫ функцiю
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3.2. Задачi

f : R2 → R (див. задачу 3.25). Зобразити на координатнiй площинi мно-
жини Aα для декiлькох суттєвих значень α.
1) Aα = {(x, x+ α) | x ∈ R};
2) Aα = {(x, x2 + α) | x ∈ R};
3) Aα = {(x, αx2) | x ∈ R}.

№ 3.27. На множинi A = {1, . . . , 20} задане вiдношення:
1) (x ∼ y) ⇔ (кiлькiсть простих дiльникiв x та y збiгаються);
2) (x ∼ y) ⇔ (кiлькiсть дiльникiв x та y збiгаються).
Перевiрити, що це дiйсно вiдношення еквiвалентностi, знайти вiдповiднi
фактор-множини.

№ 3.28. Нехай R ⊂ A× A. Довести:
(R – вiдношення еквiвалентностi) ⇔ ((R ◦R−1) ∪ IA = R).

№ 3.29. Довести, що вiдношення R : R2 → R2 таке, що
((x1, y1)R(x2, y2)) ⇔ ((x1 6 x2) ∧ (y1 6 y2)),

є частковим порядком, але не є лiнiйним порядком.

№ 3.30. Довести, що вiдношення R : R2 → R2 таке, що
((x1, y1)R(x2, y2)) ⇔ ((x1 < x2) ∨ ((x1 = x2) ∧ (y1 6 y2)))

(так зване лексикографiчне впорядкування) є лiнiйним порядком.
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Роздiл 4

Елементи комбiнаторики

4.1. Основнi теоретичнi вiдомостi
Основнi принципи комбiнаторики:
1. Принцип добутку. Нехай деяку дiю можна розбити на n послi-

довних незалежних пiддiй, причому кожну пiддiю j можна виконати kj
способами (j = 1, . . . , n). Тодi вихiдну дiю можна виконати k1k2 . . . kn
способами.

2. Принцип суми. Нехай множину способiв виконання деякої дiї мо-
жна розбити на k пiдмножин, якi попарно не перерiзаються, причому в
кожнiй j-й множинi мiститься nj елементiв (способiв). Тодi вихiдну дiю
можна виконати n1 + n2 + . . .+ nk способами.

3. Принцип Дiрiхле. Нехай елементи множини A = {a1, a2, . . . , an}
потрiбно розмiстити по m комiрках, причому n > m. Тодi принаймнi
одна з комiрок буде мiстити бiльше одного елемента.

Кiлькiсть розмiщень без повторень з n за k позначають через P k
n або

Ak
n, P k

n = n(n− 1) . . . (n−k+1) = n!
(n−k)!

; кiлькiсть переставлень (випадок
n = k) позначають через Pn, Pn = n!. Кiлькiсть розмiщень з повторе-
ннями з n за k позначають через P̃ k

n , P̃ k
n = nk. Кiлькiсть комбiнацiй

без повторень з n за k позначають через Ck
n (в iнших позначеннях

(
n
k

)
),

Ck
n = n(n−1)...(n−k+1)

k!
= n!

k!(n−k)!
. Ck

n також називають бiномiальними кое-
фiцiєнтами. Кiлькiсть комбiнацiй з повтореннями з n за k позначають
через C̃k

n, C̃k
n = Ck

n+k−1. Упорядкованi розбиття Cn1,n2,...,nk
n = n!

n1!n2!...nk!
, де

n = n1+n2+ . . .+nk, також називають полiномiальними коефiцiєнтами.
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4.2. Задачi

Мають мiсце бiномiальна та полiномiальна формули: (a + b)n =
n∑

k=0

Ck
na

kbn−k, (a1 + a2 + . . .+ am)
n =

∑
k1,k2,...,km>0
k1+···+km=n

Ck1,...,km
n ak11 . . . akmm . Бiномi-

альнi коефiцiєнти зручно розташовувати у формi трикутника Паскаля.

4.2. Задачi

4.2.1. Текстовi задачi

№ 4.1. В посудинi мiстяться 5 бiлих нумерованих куль та 4 чорних.
Скiльки є варiантiв вибору 3 бiлих куль та 2 чорних, якщо кулi 1) по-
вертаються; 2) не повертаються в посудину?

№ 4.2. В посудинi мiстяться 5 бiлих нумерованих куль, 8 чорних та 4
червоних. Витягнемо 4 кулi. Скiльки є варiантiв витягнути хоча б одну
1) бiлу; 2) чорну; 3) червону кулю?

№ 4.3. В посудинi мiстяться 6 бiлих нумерованих куль та 5 чорних.
Лiвою рукою витягнемо 2 кулi з посудини, потiм, не повертаючи кулi,
правою рукою витягнемо 2 кулi. Скiльки iснує варiантiв вибору, якщо:
1) в лiвiй руцi бiлих куль не бiльше, нiж бiлих куль в правiй?
2) в лiвiй руцi бiлих куль не бiльше, нiж чорних куль в правiй?
3) в лiвiй руцi бiлих куль не менше, нiж бiлих куль в правiй?
4) в лiвiй руцi бiлих куль не менше, нiж чорних куль в правiй?
5) кiлькiсть бiлих куль в лiвiй руцi та бiлих куль в правiй руцi спiвпада-
ють?
6) кiлькiсть бiлих куль в лiвiй руцi та чорних куль в правiй руцi спiвпа-
дають?
7) кiлькiсть бiлих куль в лiвiй руцi вдвiчi бiльша за кiлькiсть бiлих куль
в правiй руцi?
8) кiлькiсть бiлих куль в лiвiй руцi вдвiчi менша за кiлькiсть чорних
куль в правiй руцi?
9) в кожнiй руцi мiстяться як бiлi, так i чорнi кулi?
10) в кожнiй руцi мiстяться кулi лише одного кольору?
11) якщо викласти кулi з обох рук на стiл, то на столi будуть як бiлi, та
i чорнi кулi?
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4.2. Задачi

№ 4.4. Розв’язати пп. 1–10 задачi 4.3 за такої умови: витягнутi лiвою
рукою кулi повертаються до посудини, а вже потiм кулi витягуються
правою рукою.

№ 4.5. В посудинi мiстяться 12 бiлих нумерованих куль, 11 чорних та
10 червоних. Лiвою рукою витягнемо 3 кулi, потiм, не повертаючи кулi,
правою рукою витягнемо 3 кулi. Скiльки iснує варiантiв вибору куль,
якщо:
1) в кожнiй руцi мiстяться кулi лише одного кольору?
2) в кожнiй руцi мiстяться кулi в точностi двох кольорiв?
3) в кожнiй руцi мiстяться кулi в точностi трьох кольорiв?
4) якщо викласти кулi з обох рук на стiл, то на столi будуть кулi всiх
трьох кольорiв?

№ 4.6. Розв’язати пп. 1–3 задачi 4.5 за такої умови: витягнутi лiвою
рукою кулi повертаються до посудини, а вже потiм кулi витягуються
правою рукою.

№ 4.7. Скiлькома способами можна розставити на шаховiй дошцi 8 тур,
щоб вони не били одна одну?

№ 4.8. На колi лежать n точок A1, . . . , An. Скiльки можна вибрати 1)
хорд; 2) трикутникiв?

№ 4.9. На колi лежать n точок A1, . . . , An. Скiльки можна побудувати
чотирикутникiв: 1) опуклих; 2) неопуклих?

№ 4.10. На однiй з двох паралельних прямих вибрано m точок, на iншiй
– n точок. Скiльки можна побудувати трикутникiв?

№ 4.11. Даний правильний n-кутник з вершинами A1, . . . , An. Скiлькома
способами можна обрати три вершини, щоб утворений трикутник був
рiвнобедрений або рiвностороннiй, якщо 1) n = 4; 2) n = 6; 3) n довiльне?

№ 4.12. Скiльки дiагоналей можна провести в правильному n-кутнику?

№ 4.13. На екзамен приходять n студентiв A1, . . . , An. Система оцiнюва-
ння чотирибальна: ≪вiдмiнно≫, ≪добре≫, ≪задовiльно≫, ≪незадовiльно≫.
Скiльки є варiантiв розподiлу оцiнок так, щоб нiхто з студентiв не отри-
мав ≪незадовiльно≫?
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4.2. Задачi

№ 4.14. Телефонний номер складається з чотирьох цифр 0–9. Скiльки
iснує телефонних номерiв:
1) у яких всi цифри рiзнi?
2) у яких в точностi двi цифри однаковi, а iншi всi рiзнi?
3) у яких в точностi три цифри однаковi?
4) у яких всi чотири цифри однаковi?
5) якi мiстять в точностi двi пари однакових цифр?
6) якi складаються тiльки з двох цифр?
7) якi складаються тiльки з трьох цифр?
8) якi не мiстять 2 та не мiстять 3?
9) якi є палiндромами?
10) у яких цифри розташованi за зростанням (строгим) злiва направо?
11) у яких цифри розташованi за зростанням (нестрогим) злiва направо?

Для всiх пунктiв розглянути два випадки: перша цифра може бути
нулем та перша цифра не може бути нулем.

№ 4.15. Телефонний номер складається з семи цифр 0–9. Скiльки iснує
телефонних номерiв:
1) якi мiстять в точностi двi цифри 2 та вони розташованi поруч, а всi
iншi цифри рiзнi мiж собою?
2) якi мiстять в точностi двi цифри 2 та вони розташованi не поруч, а
всi iншi цифри рiзнi мiж собою?
3) якi мiстять в точностi одну цифру 2 i одну цифру 5 та вони розташо-
ванi поруч, а всi iншi цифри рiзнi мiж собою?
4) якi мiстять в точностi одну цифру 2 i одну цифру 5 та вони розташо-
ванi не поруч, а всi iншi цифри рiзнi мiж собою?

Для всiх пунктiв розглянути два випадки: перша цифра може бути
нулем та перша цифра не може бути нулем.

№ 4.16. Телефонний номер складається з семи цифр 0–9. Людина наби-
рає номер, але помиляється: 1) в однiй цифрi; 2) в двох цифрах. Скiльки
людина може набрати ≪неправильних≫ номерiв? Розглянути два випад-
ки: перша цифра може бути нулем та перша цифра не може бути нулем.

№ 4.17. Яких натуральних чисел вiд 1 до 999999 бiльше: тих, що мiстять
цифру 2, або тих, що не мiстять?
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4.2. Задачi

№ 4.18. У будiвлi 16 поверхiв, на кожному поверсi 6 квартир, в кожнiй
квартирi 4 мешканця, якi розрiзняються. До пiд’iзду пiдходять чотири
мешканця будiвлi. Обчислити кiлькiсть варiантiв того, що:
1) вони живуть в однiй квартирi;
2) вони живуть на одному поверсi;
3) вони живуть в точностi на двох поверхах та поверхи сусiднi;
4) вони живуть в точностi на трьох поверхах та поверхи сусiднi;
5) номери поверхiв, де вони живуть, тiльки парнi числа.

№ 4.19. Будiвля має поверхи з номерами вiд 0 до n. У лiфт на поверсi
0 входять m пасажирiв та виходять на поверхах 1 – n.
1. Знайти кiлькiсть всiх способiв висадки.
2. Знайти кiлькiсть способiв висадки, якщо на жодному поверсi не вихо-
дить бiльше одного пасажира.
3. Знайти кiлькiсть способiв висадки, якщо на кожному поверсi виходить
хоча б один пасажир.

№ 4.20. Є стiл з n нумерованими стiльцями та n осiб A1, . . . , An, серед
яких є троє друзiв A1, A2, A3 та двоє осiб A4, A5, що посварилися. Скiльки
є варiантiв розсадити осiб за столом так, щоб друзi сидiли поруч, а тi,
що посварилися, не поруч, якщо:
1) стiл круглий, n = 9?
2) стiл прямокутний, n = 9?

3) стiл круглий, n довiльне?
4) стiл прямокутний, n довiльне?

№ 4.21. Є круглий стiл з n нумерованими стiльцями та 1) n; 2) n +m
осiб. Скiльки є варiантiв розсадити осiб за столом так, щоб k заздалегiдь
вибраних осiб (k 6 n) потрапили за стiл та опинилися поруч?

№ 4.22. Скiльки iснує двiйкових векторiв розмiрностi n+m, якi мiстять
n нулiв та m одиниць, та жоднi двi одиницi не стоять поруч?

№ 4.23. Знайти кiлькiсть слiв, що утворенi перестановкою лiтер в словi
≪математика≫.

№ 4.24. Є книжкова полиця на 10 книжок, на якiй розставляють 5 ек-
земплярiв першої книжки, якi не розрiзняються мiж собою, 2 екземпля-
ри другої книжки та 3 екземпляри третьої книжки. Скiльки варiантiв
розставити книжки на полицi?
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4.2. Задачi

№ 4.25. Є книжкова полиця на 42 книжки та 10 томiв Пушкiна (нуме-
рованих), 17 томiв Гоголя та 15 томiв Достоєвського. Скiльки варiантiв
розставити на полицi так, щоб всi тома Пушкiна були поруч?

№ 4.26. Є книжкова полиця на 10 книжок, на якiй розставляють 10
томiв Пушкiна (нумерованих). Скiльки варiантiв розставити книжки на
полицi так, щоб принаймнi два томи стояли невпорядковано?

№ 4.27. Є 32 карти без шiсток (вiд туза до сiмки) та три гравця A1, A2

та A3, у кожного з яких 10 карт на руках.
1. Обчислити кiлькiсть n1 способiв розподiлити карти.
2. Обчислити кiлькiсть n2 способiв розподiлити карти так, щоб всi тузи
були в одного гравця.
3. Обчислити кiлькiсть n3 способiв розподiлити карти так, щоб кожен
гравець мав по одному тузу.
4. Обчислити вiдносну частоту ситуацiй пп. 2–3 (вiдношення n2

n1
та n3

n1
) i

порiвняти, наскiльки часто зустрiчаються ситуацiї пп. 2–3.

№ 4.28. Є 32 карти без шiсток (вiд туза до сiмки) та три гравця A1, A2

та A3. У гравця A1 12 карт на руках, з яких в точностi чотири ♠.
1. Обчислити кiлькiсть n1 способiв розподiлити iншi карти мiж гравцями
A2 та A3 по 10 карт кожному.
2. Обчислити кiлькiсть n2 способiв розподiлити iншi карти мiж гравцями
A2 та A3 по 10 карт кожному так, щоб в одного з них було три ♠, а в
iншого одна.
3. Обчислити кiлькiсть n3 способiв розподiлити iншi карти мiж гравцями
A2 та A3 по 10 карт кожному так, щоб в одного з них було чотири ♠, а
в iншого не було жодної.
4. Обчислити кiлькiсть n4 способiв розподiлити iншi карти мiж гравцями
A2 та A3 по 10 карт кожному так, щоб у кожного з них було двi ♠.
5. Обчислити вiдносну частоту ситуацiй пп. 2–4 (вiдношення n2

n1
, n3

n1
та

n4

n1
) i порiвняти, наскiльки часто зустрiчаються ситуацiї пп. 2–4.

№ 4.29. Є колода 36 карт. Скiльки варiантiв витягнути: 1) 5 карт, з яких
в точностi два тузи та в точностi три ♠? 2) 6 карт, з яких в точностi два
вальти, в точностi один туз та в точностi три ♠?

№ 4.30. Трамвайний бiлет складається з чотирьох цифр вiд 0 до 9.
Скiльки iснує щасливих квиткiв, у яких сума перших двох цифр до-
рiвнює сумi двох останнiх?
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4.2. Задачi

№ 4.31. Пiдрахувати кiлькiсть кiсток домiно.

№ 4.32. На столi лежить одна кiстка домiно 1) 3:3; 2) 4:6. Скiльки є ва-
рiантiв вибору двох кiсток домiно так, щоб обидвi вибранi кiстки можна
було приєднати до тiєї, що вже лежить на столi?

№ 4.33. Букет квiтiв може мiстити хризантеми, троянди та ромашки,
квiти ненумерованi, порядок складання в букет неважливий. Скiльки
букетiв можна скласти:
1) з 7 квiтiв?
2) з 7 квiтiв так, щоб була хоча б одна хризантема та хоча б двi троянди?
3) з 7 квiтiв так, щоб була не бiльше трьох хризантем, не бiльше чотирьох
троянд та не бiльше п’яти ромашок?
4) з 7 квiтiв так, щоб хризантем було не менше однiєї та не бiльше чоти-
рьох, троянд не менше двух та не бiльше п’яти, ромашок не менше двох
та не бiльше трьох?

№ 4.34. У будiвлi, в якiй знаходяться n гостей A1, . . . , An, раптово зни-
кло свiтло, та гостi розбирають свої парасольки навмання. Скiльки ва-
рiантiв того, що
1) кожен з гостей обере чужу парасольку?
2) хоча б один iз гостей обере свою парасольку?
3) в точностi k гостей оберуть свої парасольки, а всi iншi – чужi?

№ 4.35. У будiвлi, в якiй знаходяться n гостей A1, . . . , An, раптово зни-
кло свiтло, та гостi розбирають свої черевики навмання. Скiльки ва-
рiантiв вибрати кожному гостю по два черевики? Розглянути наступнi
варiанти:
1) вибiр без додаткових обмежень;
2) кожен обирає один правий черевик i один лiвий (можливо, iз рiзних
пар);
3) кожен гiсть обирає черевики однiєї пари (можливо, не своєї).

Скiльки iснує способiв для гостей вибрати та одягти два черевики (з
обмеженнями, вказаними вище)?

№ 4.36. Множина A мiстить n елементiв, множина B m елементiв.
Скiльки iснує: 1) функцiй; 2) вiдображень; 3) iн’єкцiй; 4) сюр’єкцiй з
A в B?
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4.2. Задачi

№ 4.37. Множина A мiстить n елементiв. Скiльки iснує: 1) рефлексивних
вiдношень; 2) антирефлексивних вiдношень; 3) симетричних вiдношень;
4) антисиметричних вiдношень R : A → A?

№ 4.38. Комiсiя збиралася 40 разiв, кожного разу по 10 осiб, причому
жодна пара осiб не засiдала бiльше одного разу. Довести, що загальна
кiлькiсть членiв комiсiї бiльше 60.

№ 4.39. Довести, що у довiльнiй групi з шести осiб є або троє попарно
знайомих осiб або троє попарно незнайомих.

4.2.2. Бiномiальнi та полiномiальнi коефiцiєнти

№ 4.40. Довести:
1) C0

n = Cn
n = 1;

2) C1
n = Cn−1

n = n;
3) Ck

n = Cn−k
n ;

4) Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1;

5) Ck+1
n+1 =

n+1
k+1

Ck
n;

6) Cm
n Ck

m = Ck
nC

m−k
n−k .

№ 4.41. Довести для n > 1:

1)
n∑

k=0

Ck
n = 2n;

2)
n∑

k=0

(−1)kCk
n = 0;

3)
∑

k парне
Ck

n =
∑

k непарне
Ck

n = 2n−1;

4)
n∑

k=0

Ck
n1
Cm−k

n2
= Cm

n1+n2

1 ;

5)
n∑

k=0

(Ck
n)

2 = Cn
2n;

6) C0
n +

1
2
C1

n + . . .+ 1
n+1

Cn
n = 2n+1−1

n+1
;

7)
n∑

k=0

kCk
n = n2n−1;

8)
n∑

k=0

k2Ck
n = n(n+ 1)2n−2.

№ 4.42. Довести
∑

k1+...+km=n

Ck1,...,km
n = mn.

№ 4.43. Довести оцiнки: 1)
n∑

k=0

(Ck
n)

2 6 22n; 2)
∑

k1+...+km=n

(Ck1,...,km
n )2 6 m2n.

№ 4.44. 1. У виразi (1 + 2x+ 1
3x3 )

10 знайти коефiцiєнт при x4.
2. У виразi (3x3 + 6x4 + 1)10 знайти коефiцiєнт при x34.
3. У виразi (3− x+ 2x2)10 знайти коефiцiєнти при x5, x8, x11.
4. У виразi (x2 − 3xy + y3)10 знайти коефiцiєнт при x8y14.

№ 4.45. За яких n всi Ck
n є непарними числами?

1Вважаємо, що Cj
i = 0 для j > i
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Роздiл 5

Елементи теорiї графiв

5.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Графом G = (V,E) називають фiгуру на площинi, яка складається
з непорожньої скiнченної множини V точок (вершин) i скiнченної мно-
жини E орiєнтованих чи не орiєнтованих лiнiй (ребер), що з’єднують
деякi пари вершин. Ребро, що з’єднує деяку вершину саму з собою, на-
зивають петлею. Ребра, що з’єднують одну й ту саму пару вершин, на-
зивають мультиребрами. Граф, що не мiстить мультиребер та петель,
називають простим; граф, в якому допускаються мультиребра чи петлi,
називають мультиграфом. Граф, усi ребра якого неорiєнтованi, назива-
ють неорiєнтованим; граф, усi ребра якого орiєнтованi – орiєнтованим
графом (орграфом). В орграфах пари протинапрямлених мультиребер,
що з’єднують одну й ту саму пару вершин, часто зображують однiєю
лiнiєю зi стрiлками на протилежних кiнцях. Вершини позначатимемо лi-
терою v (з iндексами чи без), ребра – лiтерою e (з iндексами чи без) або
за вiдсутностi мультиребер парою вершин vivj (для орграфа ребро vivj
веде вiд vi до vj).

Розглянемо неорiєнтованi графи.
Вершини v1 та v2 називають сумiжними, якщо вони з’єднанi ребром e;

тодi кажуть, що вершини v1 та v2 iнцидентнi ребру e, а ребро e iнциден-
тне вершинам v1 та v2. Шляхом, що починається у вершинi v1 i закiн-
чується у вершинi v2, називають послiдовнiсть вершин та ребер вигляду
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5.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

v1ei1vi1ei2vi2ei3 . . . vin−1einv2, де кожне ребро iнцидентне обом вершинам,
якi є для нього сусiднiми в послiдовностi. Шлях однозначно визнача-
ється першою i останньою вершинами (v1 та v2) та послiдовнiстю ре-
бер, тобто промiжнi вершини можна не вказувати, а для простографiв
шлях однозначно визначається послiдовнiстю вершин. Зауважимо, що
для орiєнтованих графiв шлях визначається з урахуванням орiєнтацiї
ребер, наприклад, ребро ei1 має вести вiд v1 до vi1 . Шлях, який не мi-
стить повторень вершин i ребер, крiм, можливо, двох крайнiх вершин v1
та v2, називають простим шляхом. Замкнений шлях (v1 = v2) називають
циклом; простий замкнений шлях – простим циклом. Граф G називають
зв’язним, якщо будь-якi двi його вершини можуть бути з’єднанi шляхом;
максимальний за включенням ≪⊂≫ зв’язний пiдграф графу G називають
зв’язною компонентою або областю зв’язностi. Ребро, видалення якого
збiльшує кiлькiсть областей зв’язностi, називають мостом.

Степенем dv вершини v простого графу називають кiлькiсть ребер,
iнцидентних v (у мультиграфi кожна петля збiльшує dv на 2); якщо dv =
0, вершину v називають iзольованою. Граф, усi вершини якого iзольованi,
називають порожнiм; простий граф, усi вершини якого мають степiнь
n − 1, де n = card(V ), називають повним i позначають Kn. Граф G1 =
(V1, E1) називають пiдграфом графу G = (V,E), якщо V1 ⊂ V та E1 ⊂ E.
Графи G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) називають iзоморфними, якщо iснує
бiєкцiя (iзоморфiзм) f : V1 → V2 така, що сумiжнiсть вершин v1 та v2
в G1 еквiвалентна сумiжностi f(v1) та f(v2) в G2. Граф Ḡ = (V,E1)
називають доповненням (доповняльним графом) до графу G = (V,E2),
якщо вершини v1 та v2 сумiжнi в Ḡ тодi i тiльки тодi, коли вони не
сумiжнi в G.

Нехай ребро e iнцидентне вершинам v1 та v2. Пiдрозбиття ребра e по-
лягає у видаленнi e та додаваннi двох нових ребер e1, e2 i нової вершини
v так, що: 1) ребро e1 iнцидентне вершинам v1 i v; 2) ребро e2 iнцидентне
вершинам v i v2. Пiдрозбиття ребра e зводиться (з точнiстю до iзомор-
фiзму) до ≪навiшування≫ на ребро e нової вершини v. Графи G1 та G2

називають гомеоморфними, якщо їх можна отримати з iзоморфних гра-
фiв скiнченною кiлькiстю операцiй пiдрозбиття ребер.

Ейлеровим шляхом називають шлях, який мiстить кожне ребро гра-
фу в точностi один раз (проходить через кожне ребро без повторень); ей-
леровим циклом називають замкнений ейлерiв шлях. Зв’язний граф, що
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допускає побудову ейлерового циклу (шляху), називають ейлеровим (на-
пiвейлеровим). Гамiльтоновим шляхом називають простий шлях, який
мiстить кожну вершину графу в точностi один раз (проходить через ко-
жну вершину без повторень); гамiльтоновим циклом називають замкне-
ний гамiльтонiв шлях. Граф, що допускає побудову гамiльтонового циклу
(шляху), називають гамiльтоновим (напiвгамiльтоновим).

Мiченим графом або мережею називають граф, вершинам або/та ре-
брам якого зiставляються певнi мiтки. Якщо мiтки є дiйсними числами та
зiставляються тiльки ребрам, то граф називають зваженим, а самi числа
– вагами (або вагами ребер). Деревом називають зв’язний граф, що не
мiстить простих циклiв. Остовним деревом зв’язного графу G називають
пiдграф, який є деревом та мiстить всi вершини графу G. Мiнiмальним
остовним деревом зв’язного зваженого графу називають остовне дере-
во з мiнiмальною вагою, тобто, мiнiмальною сумою ваг всiх ребер. Граф
G = (V,E) називають дводольним, якщо iснують двi непорожнi множини
(долi) V1 та V2 такi, що V1∪V2 = V , V1∩V2 = ∅, а будь-якi двi вершини з
однiєї долi Vk (k = 1, 2) є несумiжними. Граф називають плоским, якщо:
1) жодне ребро не має точок самоперетину; 2) жоднi два ребра e1 та e2
не мають точок перетину, окрiм вершин, iнцидентних обом ребрам e1 та
e2. Граф, iзоморфний плоскому, називають планарним.

Гранню плоского неорiєнтованого мультиграфу називають макси-
мальну за включенням ≪⊂≫ область площини r таку, що будь-якi двi
точки a, b ∈ r можна з’єднати неперервною кривою, яка не має спiльних
точок з ребрами, окрiм, можливо, самих точок a та b. Нехай G – пло-
ский мультиграф з кiлькiстю вершин nv, ребер ne, граней nr. Плоский
мультиграф G∗ з кiлькiстю вершин ñv, ребер ñe, граней ñr називають
дуальним (першим дуальним) до графу G, якщо: 1) ñe = ne, ñv = nr;
2) кожна грань r графу G мiстить в точностi одну вершину v∗ графу
G∗ (вершина v∗ графу G∗ вiдповiдає гранi r графу G); 3) кожне ребро
e графу G перетинається в точностi з одним ребром e∗ графу G∗ (ре-
бро e графу G вiдповiдає ребру e∗ графу G∗). Другим дуальним графом
називають граф G∗∗ = (G∗)∗.

Фарбування вершин простого графу полягає у зiставленнi кожнiй
вершинi деякого кольору, причому сумiжнi вершини фарбуються в рi-
знi кольори. Мiнiмальну кiлькiсть кольорiв, достатнiх для фарбування
вершин графу, називають хроматичним числом i позначають через χG;
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граф з хроматичним числом k називають k-колiрним. Фарбування гра-
ней плоского мультиграфу, який не мiстить мостiв, полягає у зiставленнi
кожнiй гранi кольору, причому сумiжнi гранi (для яких iснує ребро, що
належить обом граням) фарбуються в рiзнi кольори.

Деревом, у якому видiлена (зафiксована) одна вершина, називають
кореневим деревом, а саму вершину – кореневою вершиною або коренем.
Рiвнем вершини кореневого дерева називають довжину простого шляху,
що з’єднує цю вершину з коренем. Кажуть, що вершина v1 n-го рiвня по-
роджує вершину v2 (n+1)-го рiвня, якщо вершини v1 та v2 сумiжнi; тодi
вершину v1 називають батьком вершини v2, а вершину v2 – сином верши-
ни v1. Кореневе дерево можна також розглядати як орiєнтоване дерево,
тодi ребро v1v2 веде вiд v1 до v2. З кожною некореневою вершиною v мо-
жна пов’язати пiддерево (пiдграф вихiдного дерева), коренем якого є v;
очевидно, що пiддерево є деревом. Вершину, що не породжує жодну вер-
шину даного дерева, називають листом (або листком). Висотою дерева
називають довжину найдовшого шляху вiд кореня до будь-якого листа.
Впорядкованим деревом називають кореневе дерево, у якому на множинi
синiв кожної вершини заданий лiнiйний порядок; при зображеннi такого
дерева вважаємо, що множина синiв впорядкована злiва направо.

Бiнарним деревом називають впорядковане кореневе дерево таке, що:
1) кожен син деякої вершини v є або лiвим сином, або правим сином;
2) кожна вершина v має не бiльше одного лiвого сина та не бiльше одно-
го правого сина. Лiвим (правим) пiддеревом вершини v називають мак-
симальне пiддерево, коренем якого є лiвий (правий) син; за вiдсутностi
лiвого (правого) сина лiве (праве) пiддерево є порожнiм. Iнше означення
рекурсивного типу (див., наприклад, [12]): бiнарним деревом називають
скiнченне кореневе дерево, на множинi вершина якого визначена струк-
тура, яка володiє наступною властивiстю: всi вершини, крiм кореня, мi-
стяться в двох пiдмножинах (пiддеревах), що не перетинаються, – лiвому
та правому, коже з яких або порожнє, або є бiнарним деревом. Бiнарне
дерево називають збалансованим, якщо для кожної вершини v висоти її
лiвого та правого пiддерев вiдрiзняються не бiльше, нiж на 1.
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5.2. Задачi
№ 5.1. Побудувати простi неiзоморфнi графи iз заданими степенями
вершин: 1) 2, 3, 3, 4, 4; 2) 2, 2, 3, 3, 3, 5; 3) 2, 2, 2, 3, 3, 4.

№ 5.2. Чи iснує простий граф iз степенями вершин 2, 2, 2, 4, 5, 5? Якщо
так, побудувати.

№ 5.3. Побудувати зв’язний граф, доповняльний до якого також є зв’я-
зним.

№ 5.4. Дослiдити графи рис. 5.1–5.8 на ейлеровiсть (напiвейлеровiсть)
за допомогою алгоритму Флерi та, у разi ейлеровостi (напiвейлеровостi),
вказати вiдповiдний цикл (шлях).

№ 5.5. Дослiдити графи рис. 5.1–5.8 на гамiльтоновiсть (напiвгамiльто-
новiсть) та за можливостi вказати вiдповiдний цикл (шлях).
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№ 5.6. 1. Довести непланарнiсть графiв K5 (≪зiрка≫, рис. 5.9) та K3,3

(≪три криницi≫, рис. 5.10).
2. Дослiдити графи рис. 5.11–5.16 на планарнiсть за допомогою критерiю
Понтрягiна-Куратовського: граф є планарним тодi i тiльки тодi, коли вiн
не мiстить пiдграфiв, гомеоморфних графам K5 та K3,3. Для планарного
графу побудувати iзоморфний йому плоский, для непланарного – вказа-
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ти вiдповiдний пiдграф, гомеоморфний K5 або K3,3.
№ 5.7. Дослiдити граф Петерсена (рис. 5.16) на ейлеровiсть (напiвейле-
ровiсть), гамiльтоновiсть (напiвгамiльтоновiсть), дводольнiсть.
№ 5.8. Чи iснує плоский зв’язний граф з 6 вершинами i 13 ребрами?
Якщо так, побудувати.
№ 5.9. В архiпелагу кожен острiв з’єднаний мостами у точностi з сiмома
iншими; мiж будь-якими двома островами побудовано не бiльше одного
моста. Всього мостiв 84. Скiльки островiв в архiпелагу?
№ 5.10. Для графiв рис. 5.17–5.23 побудувати дуальнi та другi дуальнi
графи. Впевнитись, що граф рис. 5.19 є автодуальним (самодвоїстим),
тобто iзоморфним своєму дуальному.
№ 5.11. 1. Знайти хроматичне число графа Петерсена (рис. 5.16), вка-
зати вiдповiдне розфарбування вершин.
2. Знайти хроматичнi числа для графiв рис. 5.24–5.26, вказати вiдповiднi
розфарбування вершин.
3. Розфарбувати мiнiмально можливою кiлькiстю кольорiв гранi графiв
рис. 5.24–5.26.

Рис. 5.17 Рис. 5.18
Рис. 5.19
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№ 5.12. Для графу рис. 5.27 побудувати: 1) дерево пошуку в глибину
(DFS-дерево, depth-first search англ.); 2) дерево пошуку в ширину (BFS-
дерево, breadth-first search англ.).

№ 5.13. Побудувати мiнiмальнi остовнi дерева за допомогою: 1) алгори-
тму Краскала (рис. 5.28); 2) алгоритму Прима (рис. 5.29); 3) алгоритму
Борувки (рис. 5.30); 4) всiх перерахованих алгоритмiв (рис. 5.31).

№ 5.14. 1. Знайти найкоротшi шляхи з вершини v1 до iнших за допомо-
гою алгоритму Дейкстри (рис. 5.32–5.33). 2. Знайти найкоротшi шляхи
мiж всiма вершинами за допомогою алгоритму Флойда (рис. 5.34–5.35).

№ 5.15. За допомогою теорiї графiв (застосуванням формули Ейлера)
довести, що iснує всього п’ять правильних (платонових) тiл: тетраедр,
октаедр, iкосаедр, гексаедр, додекаедр та намалювати їх на площинi.
Тiло називається правильним, якщо воно є опуклим, усi його гранi є
рiвними мiж собою правильними багатокутниками та всi вершини мають
однаковий степiнь.
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№ 5.16. Нехай T – бiнарне дерево, кожнiй вершинi якого зiставлене де-
яке число (мiтка) за таким правилом: для кожної вершини v з мiткою
n(v) в кожному лiвому (правому) пiддеревi мiтки всiх вершин меншi
(бiльшi) за n(v). Таке дерево називають бiнарним деревом пошуку, а
мiтку вершини – ключем. Для такого дерева iснують алгоритми пошуку
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елемента в деревi, додавання елемента до дерева, видалення елемента з
дерева, алгоритм балансування та iншi (див., наприклад, [12]).
1. Додати до дерева рис. 5.36 вершину з ключем: 11; 16; 22; 29; 37 за
алгоритмом додавання елемента до бiнарного дерева пошуку (див., на-
приклад, [12]).
2. Видалити з дерева рис. 5.36 вершину з ключем: 3; 8; 10; 24; 26 за алго-
ритмом видалення елемента з бiнарного дерева пошуку (див., наприклад,
[12]).

№ 5.17. Збалансувати дерева рис. 5.36–5.37 за алгоритмом балансування
бiнарного дерева пошуку (див. наприклад, [12]).

Рис. 5.36

Рис. 5.37
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Роздiл 6

Елементи теорiї груп

6.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Алгебричною структурою з бiнарною операцiєю називають пару
⟨A, ∗⟩, де A – непорожня множина, ≪∗ : A × A → A≫ – бiнарна операцiя
на множинi A. Бiнарну операцiю ≪∗≫ на множинi A називають: комута-
тивною, якщо a ∗ b = b ∗ a для довiльних a, b ∈ A; асоцiативною, якщо
(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) для довiльних a, b, c ∈ A (права та лiва частини
обидвi визначенi або обидвi невизначенi одночасно). Оперативом нази-
вають алгебричну структуру ⟨A, ∗⟩, якщо операцiя ≪∗≫ замкнена, тобто
a ∗ b ∈ A для довiльних a, b ∈ A. Оператив з асоцiативною операцiєю
називають пiвгрупою. Для оператива ⟨A, ∗⟩ елемент e ∈ A називають:
правим нейтральним, якщо a ∗ e = a для довiльного a ∈ A; лiвим ней-
тральним, якщо e ∗ a = a для довiльного a ∈ A; нейтральним (двосто-
роннiм нейтральним), якщо вiн є одночасно правим i лiвим нейтральним.
Пiвгрупу з нейтральним елементом називають моноїдом. Для оператива
⟨A, ∗⟩ з нейтральним елементом e елемент a−1 ∈ A називають: правим
оберненим до елемента a ∈ A, якщо a ∗ a−1 = e; лiвим оберненим до a,
якщо a−1 ∗ a = e; оберненим (двостороннiм оберненим) до a, якщо вiн
є одночасно правим i лiвим оберненим до a. Групою називають моноїд,
в якому для кожного елемента iснує обернений. Групу з комутативною
операцiєю називають абелевою. Кiлькiсть елементiв у скiнченнiй групi
⟨G, ∗⟩ називають порядком групи i позначають через |G|.
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6.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Перестановкою множини A = {1, 2, . . . , n} називають лiнiйно впоряд-
кований набiр i = (i1, i2, . . . , in) такий, що: 1) ik ∈ A при 1 6 k 6 n; 2)
ik1 ̸= ik2 при k1 ̸= k2. Пiдстановкою σ на множинi A називають довiльне
бiєктивне вiдображення σ : A → A. Тотожну пiдстановку (тобто, тото-
жне вiдображення) позначають ε. Пiдстановку σ : ik 7→ jk, k = 1, . . . , n
зручно зображувати у виглядi σ =

(
i
j

)
=

(
i1 i2 ... in
j1 j2 ... jn

)
. Для σ1, σ2 : A → A

визначено композицiю (добуток) σ2 ◦ σ1 таким чином
(
j
l

)
◦
(
i
j

)
= ( i

l ).
Пiдстановкою, оберненою до σ, називають пiдстановку σ−1 таку, що
σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = ε. Множина пiдстановок на фiксованiй множинi A
утворює групу за операцiєю ≪◦≫, яку називають групою пiдстановок або
симетричною групою степеня n i позначають ⟨Sn, ◦⟩. Для групи S2 вико-
ристовують позначення τ = ( 1 2

2 1 ), для групи S3 – позначення σ1 = ( 1 2 3
1 3 2 ),

σ2 = ( 1 2 3
3 2 1 ), σ3 = ( 1 2 3

2 1 3 ), φ1 = ( 1 2 3
2 3 1 ), φ2 = ( 1 2 3

3 1 2 ).
Пiдстановку

(
i1 i2 ... ik−1 ik ik+1 ... in
i2 i3 ... ik i1 ik+1 ... in

)
називають циклом (i1, i2, . . . , ik),

число k називають довжиною циклу. Цикл довжиною 2 називають транс-
позицiєю. Цикли (i1, i2, . . . , ik1), (j1, j2, . . . , jk2) називають незалежними,
якщо {i1, i2, . . . , ik1}∩{j1, j2, . . . , jk2} = ∅. Будь-якi незалежнi цикли σ1 та
σ2 комутують: σ1 ◦σ2 = σ2 ◦σ1. Будь-яку пiдстановку можна розкласти у
композицiю незалежних циклiв, i цей розклад єдиний з точнiстю до пере-
ставлення циклiв у розкладi; порядок пiдстановки дорiвнює найменшому
спiльному кратному довжин незалежних циклiв у цьому розкладi.

Iснують два еквiвалентнi пiдходи до визначення парностi пiдстанов-
ки.

1. Кажуть, що невпорядкована пара елементiв ik1 , ik2 утворює iнвер-
сiю в перестановцi i = (i1, i2, . . . , in), якщо ((k1 < k2)∧ (ik1 > ik2))∨ ((k1 >
k2) ∧ (ik1 < ik2)), тобто бiльший з елементiв ik1 , ik2 розташований у пе-
рестановцi i злiва вiд меншого. Перестановку називають парною, якщо
вона допускає парну кiлькiсть iнверсiй, i непарною, якщо допускає не-
парну кiлькiсть iнверсiй; при цьому парнiстю перестановки i називають
число κ(i) = 0, якщо i парна, i κ(i) = 1, якщо i непарна. Пiдстановку
σ =

(
i
j

)
називають парною, якщо перестановки i та j мають однакову

парнiсть, i непарною, якщо перестановки i та j мають рiзну парнiсть.
2. Пiдстановку називають парною, якщо її зображують у виглядi ком-

позицiї парної кiлькостi транспозицiй, i непарною, якщо зображують у
виглядi композицiї непарної кiлькостi транспозицiй.

Парнiстю пiдстановки σ називають число κ(σ) = 0, якщо σ парна,
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6.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

i κ(σ) = 1, якщо σ непарна. Множину всiх парних пiдстановок в Sn

позначають через An.
Фактор-множина Z/(mod n) за вiдношенням еквiвалентностi (x ∼ y) ⇔

((x − y) mod p = 0) дорiвнює Z/(mod n) = {0̄, 1̄, . . . , k̄, . . . , n− 1}. В дано-
му записi множини k̄ = {nm + k | m ∈ Z} (класи еквiвалентностi за
вiдношенням (modn)) називають класами лишкiв за модулем n. Ади-
тивною групою ⟨Zn,+⟩ класiв лишкiв за модулем n називають множи-
ну Zn = Z/(mod n) з операцiєю ≪+≫, яка визначена наступним чином:
ā + b̄ = a+ b для a, b ∈ Z; це визначення коректне. Мультиплiкативною
групою

⟨
Z∗
p, ·

⟩
класiв лишкiв за модулем p, де p просте число, називають

множину Z∗
p = Zp \ {0} = {1̄, 2̄, . . . , p− 1} з операцiєю ≪·≫, яка визначена

наступним чином: ā · b̄ = a · b для a, b ∈ Z; це визначення коректне.
Пiдгрупою групи ⟨G, ∗⟩ називають пiдмножину H ⊂ G, яка є групою

за тiєю самою операцiєю, що i група ⟨G, ∗⟩. Вiдображення f : G1 → G2

називають гомоморфiзмом (гомоморфним вiдображенням) групи ⟨G1, ∗̂⟩
в групу ⟨G2, ∗̃⟩, якщо f(a∗̂b) = f(a)∗̃f(b) для довiльних a, b ∈ G1. Iн’-
єктивний гомоморфiзм називають мономорфiзмом, сюр’єктивний – епi-
морфiзмом, бiєктивний – iзоморфiзмом. Факт iзоморфностi груп позна-
чають таким чином: ⟨G1, ∗̂⟩ ∼ ⟨G2, ∗̃⟩, iзоморфiзм f : G → G називають
автоморфiзмом. Ядром гомоморфiзму f : G1 → G2 називають множину
Ker f = {x ∈ G1 : f(x) = e2} ⊂ G1, де e2 – нейтральний елемент групи
G2, образом гомоморфiзму – множину Im f = {f(x) : x ∈ G1} ⊂ G2.

Циклiчною пiдгрупою [a], породженою елементом a ∈ G, називають
множину {an : n ∈ Z} = {. . . , a−n, . . . , a−2, a−1, e, a, a2, . . . , an, . . .} всiх цi-
лих степенiв елемента a; сам елемент a називають твiрним елементом
(твiрною). Порядком |a| елемента a ∈ G називають таке найменше дода-
тне число n, для кого an = e; якщо такого n не iснує, вважають |a| = ∞.
Групу, яка збiгається з однiєю зi своїх циклiчних пiдгруп, тобто G = [a]
для деякого a ∈ G, називають циклiчною.

Нехай H ⊂ G – пiдгрупа групи ⟨G, ∗⟩. Множину a∗H = {a∗h : h ∈ H}
називають лiвим сумiжним класом групи ⟨G, ∗⟩ за пiдгрупою H, який
породжений елементом a; множину H ∗a = {h∗a : h ∈ H} – правим сумi-
жним класом. Кiлькiсть лiвих (правих) сумiжних класiв за пiдгрупою H
називають iндексом пiдгрупи H. Пiдгрупу H групи ⟨G, ∗⟩ називають нор-
мальним дiльником (нормальною пiдгрупою), якщо a∗H = H ∗a для до-
вiльного a ∈ G (позначення H▹G); в цьому разi множину ā = a∗H = H∗a
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називають сумiжним класом. Фактор-групою групи G за нормальною
пiдгрупою H називають множину G/H = {ā : a ∈ G}, на яку перенесена
операцiя ≪∗≫ наступним чином: ā ∗ b̄ = a ∗ b; це перенесення коректне.

6.2. Задачi

6.2.1. Задачi загального характеру

№ 6.1. Дослiдити, чи є групами:
1) ⟨N,−⟩;
2) ⟨N,+⟩;
3) ⟨N ∪ {0},+⟩;
4) ⟨Z, ·⟩;
5) ⟨Z,+⟩;
6) ⟨R, ·⟩;
7) ⟨R,+⟩;
8) ⟨C,+⟩;
9) ⟨C∗, ·⟩;
10) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = x2y2 для x, y ∈ R;
11) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = x+ y − 1 для x, y ∈ R;
12) ⟨R \ {−1}, ∗⟩, де x ∗ y = x+ y + xy для x, y ∈ R \ {−1};
13)

⟨
R \ {−1

2
}, ∗

⟩
, де x ∗ y = x+ y + 2xy для x, y ∈ R \ {−1

2
};

14) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = x
√
y2 + 1 + y

√
x2 + 1 для x, y ∈ R;

15) ⟨R ∪ {∞}, ∗⟩, де операцiя ≪∗≫ задається наступним чином: x∗y = x+y
1−xy

для x, y ∈ R, x ∗∞ = ∞∗ x = −1/x для x ∈ R, ∞∗∞ = 0;
16) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = x+ y + 3 3

√
xy( 3

√
x+ 3

√
y) для x, y ∈ R;

17) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = 3
√
x3 + y3 для x, y ∈ R;

18) ⟨R, ∗⟩, де x ∗ y = ( n
√
x+ n

√
y + 1)n для x, y ∈ R, n = 3 та n = 5;

19) ⟨S,△⟩, де S кiльце множин, а ≪△≫ операцiя симетричної рiзницi;
20)

⟨
{ n
√
1}, ·

⟩
, де n

√
1 ∈ C;

21) ⟨R[x],+⟩ (многочлени з дiйсними коефiцiєнтами);
22) ⟨Rn[x],+⟩ (многочлени степеня не вище n з дiйсними коефiцiєнтами);
23) многочлени з дiйсними коефiцiєнтами, якi мiстять лише x2k, k > 0
(вiдносно операцiї ≪+≫);
24) многочлени з дiйсними коефiцiєнтами, якi мiстять лише x2k+1, k > 0
(вiдносно операцiї ≪+≫);
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25) ⟨Mn(R),+⟩, де Mn(R) матрицi розмiрностi n;
26) ⟨GL(n,R), ·⟩, де GL(n,R) невиродженi матрицi розмiрностi n;
27) ⟨SL(n,R), ·⟩, де SL(n,R) матрицi розмiрностi n, визначник яких до-
рiвнює одиницi;
28) ⟨O(n,R), ·⟩, де O(n,R) ортогональнi матрицi розмiрностi n 1;
29) ⟨[0; 1), ∗⟩, де a ∗ b = {a+ b} – дробова частина числа a+ b;
30) множина дробово-лiнiйних функцiй w(x) = ax+b

cx+d
в R за операцiєю

композицiї при ad− bc ̸= 0;
31) множина дробово-лiнiйних функцiй w(z) = az+b

cz+d
в C̄ = C ∪ {∞} за

операцiєю композицiї;
32) множина бiнарних вiдношень R : A → A з операцiєю композицiї;
33) множина бiєкцiй R : A → A з операцiєю композицiї;
34) множина всiх парних пiдстановок An з операцiєю композицiї.

№ 6.2. Дослiдити, чи є групою множина логiчних елементiв {0, 1} з
операцiєю: 1) ≪∨≫; 2) ≪∧≫; 3) ≪→≫; 4) ≪↔≫; 5) ≪⊕≫.

№ 6.3. Довести, що множина {±1,±i,±j,±k} з операцiєю множення,
де 1 є одиницею множення, а елементи i, j, та k пов’язанi спiввiдноше-
ннями i2 = j2 = k2 = ijk = −1, утворює групу, яку називають групою
кватернiонних одиниць 2.

№ 6.4. Чи утворюють верхньотрикутнi (нижньотрикутнi) матрицi пiд-
групу ⟨Mn(R),+⟩? Чи утворюють невиродженi верхньотрикутнi (ниж-
ньотрикутнi) матрицi пiдгрупу ⟨GL(n,R), ·⟩?

№ 6.5. Чи утворюють матрицi виду ( cosx − sinx
sinx cosx ) пiдгрупу ⟨GL(2,R), ·⟩?

Якщо так, дослiдити пiдгрупу на комутативнiсть.

№ 6.6. Нехай матриця A ∈ Mn(R) така, що сума елементiв кожного
стовпця дорiвнює нулю, а також сума елементiв кожного рядка дорiвнює
нулю. Чи утворюють такi матрицi групу за операцiєю: 1) додавання; 2)
множення?

1матрицю з дiйсними коефiцiєнтами називають ортогональною, якщо A−1 = AT

2алгебру кватернiонiв H з трьома уявними одиницями i, j та k запропонував У. Га-
мiльтон в 1843 р., як узагальнення комплексних чисел. Це алгебра над полем R, що
породжена елементами i та j, для яких i2 = j2 = −1, ij = −ji. Базисом алгебри є
множина {1, i, j, k}, де k = ij
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№ 6.7. Нехай в групi ⟨G, ∗⟩ з нейтральним елементом e для кожного еле-
мента x ∈ G виконується рiвнiсть x2 = e. Довести, що група є абелевою.

№ 6.8. Нехай група G з нейтральним елементом e мiстить парну кiль-
кiсть елементiв. Нехай елемент a такий, що a ̸= e та a−1 = a. Довести,
що таких елементiв непарна кiлькiсть.

№ 6.9. Нехай ⟨G, ∗⟩ група. Комутатором елементiв x, y називається
[x, y] = x ∗ y ∗ x−1 ∗ y−1. Довести:
1) [x, y] = e ⇔ x ∗ y = y ∗ x; 2) [x, y]−1 = [y, x].

№ 6.10. Нехай ⟨G, ∗⟩ група. За яких умов 1) f : a 7→ a2; 2) f : a 7→ a−1 є
гомоморфiзмом?

№ 6.11. Чи є вiдображення f : x 7→ 2x гомоморфiзмом вказаних груп:
1) ⟨R,+⟩ → ⟨R∗, ·⟩; 2) ⟨R,+⟩ → ⟨(0;+∞), ·⟩? У кожному з позитивних
випадкiв перевiрити, чи буде f епiморфiзмом, мономорфiзмом або iзо-
морфiзмом, та знайти його ядро та образ.

№ 6.12. Чи є вiдображення f : x 7→ eix гомоморфiзмом груп ⟨R,+⟩ та
⟨C∗, ·⟩? У позитивному випадку знайти ядро та образ f .

№ 6.13. Перевiрити, чи є задане вiдображення гомоморфiзмом:
1) f : ⟨Mn(R),+⟩ → ⟨Mn(R),+⟩, де f(A) = A2;
2) f : ⟨Mn(R),+⟩ → ⟨R,+⟩, де f(A) = detA;
3) f : ⟨GL(n,R), ·⟩ → ⟨R∗, ·⟩, де f(A) = detA;
4) f : ⟨Mn(R),+⟩ → ⟨R,+⟩, де f(A) = rankA;
5) f : ⟨GL(n,R), ·⟩ → ⟨R∗, ·⟩, де f(A) = rankA.

№ 6.14. Нехай ⟨G, ∗⟩ група, g ∈ G фiксований елемент. Елемент x′ =
gxg−1 називають спряженим до елемента x. Довести, що вiдображення
x 7→ x′ є iзоморфiзмом (його називають внутрiшнiм автоморфiзмом гру-
пи G).

№ 6.15. Нехай ⟨G, ∗⟩ група.
1. Довести, що вiдношення спряженостi (x ∼ y) ⇔ (∃g ∈ G : gxg−1 = y) є
еквiвалентнiстю.
2. Довести (x ∼ y) ⇒ (xk ∼ yk) для k ∈ Z.
3. Класами спряженостi групи ⟨G, ∗⟩ називають фактор-множину мно-
жини елементiв групи G за вiдношенням спряженостi. Довести наступнi
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властивостi: 1) клас спряженостi нейтрального елемента мiстить лише
нейтральний елемент; 2) якщо група G абелева, то клас спряженостi до-
вiльного елемента g мiстить лише елемент g.

№ 6.16. Впевнитись, що ⟨SL(2,Z), ·⟩ є групою, та з’ясувати, якi класи
спряженостi (див. задачу 6.15) є нескiнченними.

№ 6.17. Нехай ⟨G, ∗⟩ група. Довести, що елементи xy та yx мають одна-
ковi порядки. Довести, що елементи xyz, yzx та zxy мають однаковi
порядки.

№ 6.18. Довести, що група з 7 елементiв є абелевою.

№ 6.19. Нехай на множинi G операцiя ≪∗≫ задається вказаним нижче
чином. Знайти нейтральний елемент, для кожного елемента знайти обер-
нений, переконатись, що ⟨G, ∗⟩ є групою. Чи є вона абелевою групою?
Знайти для кожного елемента породжену ним циклiчну пiдгрупу; чи є
⟨G, ∗⟩ циклiчною групою?

1.

∗ e g1 g2 g3
e e g1 g2 g3
g1 g1 e g3 g2
g2 g2 g3 e g1
g3 g3 g2 g1 e

2.

∗ g1 g2 g3 g4 g5 g6
g1 g6 g5 g4 g3 g2 g1
g2 g3 g4 g5 g6 g1 g2
g3 g2 g1 g6 g5 g4 g3
g4 g5 g6 g1 g2 g3 g4
g5 g4 g3 g2 g1 g6 g5
g6 g1 g2 g3 g4 g5 g6

№ 6.20. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi групи порядку 3, 4 та 6.

№ 6.21. Нехай ⟨G, ∗⟩ – група, H1 та H1 –її пiдгрупи. Довести: 1) H1∩H2

є пiдгрупою G; 2) H1∪H2 є пiдгрупою G тодi й тiльки тодi, коли H1 ⊂ H2

або H2 ⊂ H1.

6.2.2. Групи пiдстановок

№ 6.22. Для пiдстановок σ1 = ( 1 2 3 4
2 3 4 1 ), σ2 = ( 1 2 3 4

2 1 4 3 ) обчислити:
1) σ1 ◦ σ2 та σ2 ◦ σ1 i пересвiдчитися, що група пiдстановок ⟨S4, ◦⟩ не є
комутативною;
2) σ−1

1 , σ−1
2 ;

3) σ−1
1 ◦σ1, σ

−1
2 ◦σ2 i пересвiдчитись, що отриманi пiдстановки є тотожни-

ми;
4) σ−1

1 ◦ σ2, σ
−1
2 ◦ σ1, σ

−1
2 ◦ σ−1

1 , σ−1
1 ◦ σ−1

2 .
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6.2. Задачi

№ 6.23. 1. Розкласти пiдстановки на незалежнi цикли:(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 5 7 1 2 6 3 4

)
.

2. Знайти парностi пiдстановок п. 1 пiдрахунком iнверсiй, розкладанням
на транспозицiї та розкладанням на незалежнi цикли.
3. Знайти порядки пiдстановок п. 1.

№ 6.24. Записати у виглядi циклiв всi пiдстановки, окрiм тотожної, для
груп: 1) ⟨S2, ◦⟩; 2) ⟨S3, ◦⟩.

№ 6.25. У групi ⟨Sn, ◦⟩ знайти кiлькiсть рiзних циклiв довжини k, k > 2
та кiлькiсть транспозицiй.

№ 6.26. Визначити парностi пiдстановок σ1, σ2, σ3, σ4 та порядки
σ1, σ2, σ3:

σ1 =

(
1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)
,

σ2 =

(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n

n+ 1 n+ 2 . . . 2n 1 2 . . . n

)
,

σ3 =

(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2n 2n− 1 . . . n+ 1 n n− 1 . . . 1

)
,

σ4 =

(
1 2 3 4 5 6 . . . n
1 n 2 n− 1 3 n− 2 . . . [n/2] + 1

)
.

№ 6.27. Визначити найбiльший порядок елемента в групi ⟨Sn, ◦⟩: 1) n =
5; 2) n = 6; 3) n = 7; 4) n = 8. Навести приклад елемента найбiльшого
порядку.

№ 6.28. 1. Побудувати таблицю Келi для групи ⟨S3, ◦⟩. 2. Знайти пар-
ностi елементiв групи. 3. Знайти циклiчну пiдгрупу та порядок для ко-
жного елемента групи. Чи буде група циклiчною? 4. Знайти всi пiдгрупи
групи.

№ 6.29. Для матриць 2× 2, 3× 3, 4× 4 записати формули визначникiв
в явному виглядi з використанням групи пiдстановок та обчисленням
парностi вiдповiдних пiдстановок.

№ 6.30. Знайти класи спряженостi (див. задачу 6.15) для груп: 1) ⟨S2, ◦⟩;
2) ⟨S3, ◦⟩; 3) ⟨A3, ◦⟩; 4) ⟨A4, ◦⟩.
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6.2. Задачi

№ 6.31. Довести, що двi пiдстановки σ1 та σ2 групи ⟨Sn, ◦⟩ є спряженими
(див. задачу 6.15) тодi i тiльки тодi, коли для будь-якого 1 6 k 6 n
пiдстановки σ1 та σ2 у розкладi на незалежнi цикли мають однакову
кiлькiсть циклiв довжини k.
№ 6.32. Нехай S∞ – множина бiєкцiй σ : N → N таких, що множина
{i ∈ N | σ(i) ̸= i} скiнченна.
1. Переконатись, що ⟨S∞, ◦⟩ є групою.
2. Узагальнити результат задачi 6.31 для групи ⟨S∞, ◦⟩.
3. З’ясувати, якi класи спряженостi (див. задачу 6.15) групи ⟨S∞, ◦⟩ є
нескiнченними.

6.2.3. Адитивна та мультиплiкативна групи класiв
лишкiв

№ 6.33. Побудувати таблицi Келi для груп ⟨Zn,+⟩ (n = 4, 5, 6) та ⟨Z∗
n, ·⟩

(n = 3, 5, 7). Для вказаних груп:
1) знайти порядок кожного елемента;
2) знайти оберненi до кожного елемента;
3) знайти циклiчну пiдгрупу кожного елемента;
4) пересвiдчитись, що група є циклiчною та знайти твiрнi.
№ 6.34. Знайти всi iзоморфiзми: 1) ⟨Z∗

5, ·⟩ → ⟨Z4,+⟩; 2) ⟨Z∗
7, ·⟩ → ⟨Z6,+⟩;

3) ⟨Z∗
11, ·⟩ → ⟨Z10,+⟩.

№ 6.35. Знайти всi гомоморфiзми: 1) ⟨Z4,+⟩ → ⟨Z6,+⟩; 2) ⟨Z10,+⟩ →
⟨Z15,+⟩; 3) ⟨Z,+⟩ → ⟨Zn,+⟩; 4) ⟨Zn,+⟩ → ⟨Z,+⟩; 5) ⟨Z,+⟩ → ⟨S3, ◦⟩.
Знайти ядро та образ гомоморфiзму в кожному з випадкiв.
№ 6.36. Довести, що гомоморфiзми ⟨Zn,+⟩ → ⟨Zm,+⟩ за операцiєю суми
(f1+̂f2)(x) = f1(x) + f2(x) утворюють групу.
№ 6.37. Довести, що всi пiдгрупи циклiчної групи є циклiчними.
№ 6.38. Виписати в явному виглядi всi пiдгрупи груп ⟨Z12,+⟩, ⟨Z18,+⟩,
⟨Z36,+⟩.
№ 6.39. Довести малу теорему Ферма: нехай n ∈ Z, тодi довiльне просте
число p ∈ N є дiльником числа np − n.
№ 6.40. Довести теорему Вiльсона: натуральне число p > 1 є простим
тодi й тiльки тодi, коли (p− 1)! + 1 дiлиться на p.
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6.2. Задачi

6.2.4. Фактор-групи

№ 6.41. Довести, що будь-яка пiдгрупа iндексу 2 є нормальним дiльни-
ком.

№ 6.42. Для вказаних нижче G та H:
– перевiрити, що H є пiдгрупою в G;
– знайти лiвий та правий сумiжнi класи за пiдгрупою H та впевнитися,
що H є нормальним дiльником в G;
– побудувати фактор-групу G/H .
1. G = ⟨R,+⟩, H = Z.
2. G = ⟨R∗, ·⟩, H = (0;+∞).
3. G = ⟨C,+⟩, H = R.
4. G = ⟨C,+⟩, H = {m+ ni | m,n ∈ Z}.
5. G = ⟨C∗, ·⟩, H = (0;+∞).
6. G = ⟨C∗, ·⟩, H = {|z| = 1}.
7. G = ⟨C∗, ·⟩, H – числа, що лежать на дiйснiй та уявнiй осях.
8. G = ⟨C∗, ·⟩, H – числа, аргументи яких належать множинi {2πk

n
| k =

0, . . . , n− 1}, де n ∈ N – фiксоване число.
9. G = ⟨GL(n,R), ·⟩, H = SL(n,R).
10. G = ⟨GL(n,R), ·⟩, H = {A ∈ GL(n,R) | | detA| = 1}.
11. G = ⟨Z6,+⟩, H пiдгрупа в G порядку 2.
12. G = ⟨Z12,+⟩, H пiдгрупа в G порядку 3.
13. G = ⟨Z18,+⟩, H пiдгрупа в G порядку 3.
14. G = ⟨S3, ◦⟩, H = {φ1, φ2, ε}.
15. G = ⟨Sn, ◦⟩, H = An.
16. G = ⟨Z,+⟩, H = nZ.
17. G = ⟨H,+⟩, H = C, де H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R} є дiйсним
лiнiйним простором з базисом {1, i, j, k} (див. задачу 6.3).
18. G = ⟨{±1,±i,±j,±k}, ·⟩, H = {±1,±i} (див. задачу 6.3).

№ 6.43. Для пп. 1–18 задачi 6.42 вказати в явному виглядi групу, що
iзоморфна G/H , та вказати вiдповiдний iзоморфiзм.

№ 6.44. Навести приклад гомоморфiзму f : G → G, коли образ f не є
нормальним дiльником в ⟨G, ∗⟩.

№ 6.45. Центромгрупи Gназиваютьмножину{z ∈ G | ∀g ∈ G : zg = gz}.
Довести, що центр групи є її нормальним дiльником.
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6.2. Задачi

№ 6.46. Нехай G – група з нейтральним елементом e; H1 ▹G, H2 ▹G –
нормальнi дiльники такi, що H1 ∩H2 = {e}. Довести, що h1 ∗ h2 = h2 ∗ h1

для довiльних елементiв h1 ∈ H1 та h2 ∈ H2.
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Роздiл 7

Елементи теорiї кiлець

7.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Кiльцем називають алгебричну структуру ⟨R,+, ·⟩ iз замкненими бi-
нарними операцiями ≪+≫ (додавання) та ≪·≫ (множення), визначеними
на множинi R ̸= ∅, якi задовольняють умови:
1) ∀a, b, c ∈ R : (a+ b) + c = a+ (b+ c);
2) ∀a, b ∈ R : a+ b = b+ a;
3) ∃0 ∈ R ∀a ∈ R : a+ 0 = a;
4) ∀a ∈ R ∃ − a ∈ R : a+ (−a) = 0;
5) ∀a, b, c ∈ R : (a · b) · c = a · (b · c);
6) ∀a, b, c ∈ R : (a+ b) · c = (a · c) + (b · c), c · (a+ b) = (c · a) + (c · b).

Нейтральний за додаванням елемент 0 ∈ R називають нулем кiльця;
елемент −a, обернений до a за додаванням, називають протилежним a.
Умови 1–4 визначають, що ⟨R,+⟩ є абелевою групою; умова 5 визначає,
що ⟨R, ·⟩ є пiвгрупою; умови 6 визначають дистрибутивнiсть множен-
ня справа i злiва вiдносно додавання. Якщо операцiя ≪·≫ комутативна,
то кiльце ⟨R,+, ·⟩ називають комутативним, iнакше – некомутативним.
Кiльце ⟨R,+, ·⟩ називають кiльцем з одиницею, якщо iснує нейтральний
за множенням елемент 1 ∈ R – одиниця кiльця.

Пiдкiльцем кiльця ⟨R,+, ·⟩ називають пiдмножину R1 ⊂ R, яка є
кiльцем ⟨R1,+, ·⟩ за тими самими операцiями ≪+≫ та ≪·≫, що й кiльце
⟨R,+, ·⟩.

54



7.2. Задачi

Елемент a ∈ R називають оборотним у кiльцi R з одиницею, або
дiльником одиницi, якщо iснує елемент a−1 ∈ R, обернений до a за мно-
женням: a−1 · a = a · a−1 = 1. Мультиплiкативною групою ⟨R∗, ·⟩ кiльця
⟨R,+, ·⟩ називають множину R∗ всiх оборотних елементiв кiльця з опе-
рацiєю множення.

Елементи a, b ∈ R називають дiльниками нуля, якщо a ̸= 0, b ̸= 0,
ab = 0; a називають лiвим дiльником нуля, b – правим. Областi цiлiсно-
стi називають комутативне кiльце з одиницею, яке не мiстить дiльникiв
нуля. Полем називають ненульове комутативне кiльце з одиницею, всi
ненульовi елементи якого є оборотними.

Iдеалом кiльця ⟨R,+, ·⟩ називають непорожню пiдмножину J ⊂ R
таку, що ⟨J,+⟩ є пiдгрупою групи ⟨R,+⟩ та (r ∈ R, j ∈ J) ⇒ (rj, jr ∈ J).
Iдеали {0} та R називають тривiальними, iншi iдеали – власними. У
кiльцi головним iдеалом, породженим елементом a, називають iдеал (a),
який є мiнiмальним (за вiдношенням ≪⊂≫) iдеалом, що мiстить a. У
комутативному кiльцi з одиницею (a) = aR = {ar | r ∈ R}, без одиницi
– (a) = aR + Za = {ar +ma | r ∈ R,m ∈ Z}. Фактор-кiльцем ⟨R/J ,+, ·⟩
кiльця ⟨R,+, ·⟩ за iдеалом J називають множину R/J = {ā = a + J |
a ∈ R} з операцiями ≪+≫ та ≪·≫, якi визначаються наступним чином:
ā+ b̄ = a+ b, ā · b̄ = a · b; цi визначення коректнi.

Вiдображення f : R1 → R2 називають гомоморфiзмом або гомоморф-
ним вiдображенням кiльця

⟨
R1, +̂, ·̂

⟩
в кiльце

⟨
R2, +̃, ·̃

⟩
, якщо f(a+̂b) =

f(a)+̃f(b), f(â·b) = f(a)̃·f(b) для довiльних a, b ∈ R1.
Кiльце R називають iдемпотентним, якщо a2 = a для кожного a ∈ R.

В iдемпотентному кiльцi операцiю додавання позначають ≪⊕≫.

7.2. Задачi
№ 7.1. Дослiдити, чи є кiльцями:
1) ⟨N,+, ·⟩;
2) ⟨Q,+, ·⟩;
3) ⟨Z,+, ·⟩;
4) ⟨nZ,+, ·⟩, n > 1;
5) ⟨R,+, ·⟩;
6) ⟨C,+, ·⟩;
7)

⟨
{x+ y

√
2 | x, y ∈ Q},+, ·

⟩
;
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7.2. Задачi

8)
⟨
{x+ y 3

√
2 | x, y ∈ Q},+, ·

⟩
;

9)
⟨
{x+ y 3

√
2 + z 3

√
4 | x, y, z ∈ Q},+, ·

⟩
;

10) ⟨{x+ yi | x, y ∈ Z},+, ·⟩;
11) ⟨{x+ yi | x, y ∈ Q},+, ·⟩;
12) ⟨{a1z1 + . . .+ anzn | a1, . . . , an ∈ Q},+, ·⟩, де z1, . . . , zn – комплекснi
коренi степеня n з 1;
13) ⟨Mn(R),+, ·⟩;
14) множина дiйсних симетричних матриць розмiрностi n за операцiями
п. 13;
15) множина дiйсних ортогональних матриць (див. зноску п. 28 зада-
чi 6.1) розмiрностi n за операцiями п. 13;
16) множина матриць виду

( x y
Dy x

)
, де D – фiксоване цiле число, x, y ∈ Z;

17) множина матриць виду
( x y
Dy x

)
, де D – фiксований елемент деякого

кiльця R, x, y ∈ R;
18) множина комплексних матриць виду ( z w

−w̄ z̄ );

19) множина дiйсних матриць виду
( x −y −z −t

y x −t z
z t x −y
t −z y x

)
;

20) ⟨R[x],+, ·⟩;
21) ⟨Zn,+, ·⟩;
22) ⟨C[a; b],+, ·⟩ (тут i далi (f+g)(x) = f(x)+g(x), (f ·g)(x) = f(x) ·g(x));
23) ⟨{f ∈ C[a; b] | f(a) = f(b) = 0},+, ·⟩;
24) ⟨{f ∈ C(−∞; +∞) | носiй функцiї f обмежений},+, ·⟩ 1;
25) ⟨S,△,∩⟩, де S кiльце множин, ≪△≫ операцiя симетричної рiзницi,
≪∩≫ операцiя перерiзу.

№ 7.2. Дослiдити кiльця задачi 7.1 на комутативнiсть.

№ 7.3. Чи мiстять кiльця задачi 7.1 одиницю? Якщо так, вказати оди-
ницю кiльця. Для п. 25 задачi 7.1 довести, що кiльце має одиницю тодi й
тiльки тодi, коли S є алгеброю множин, i до того ж одиницею є унiвер-
сальна множина.

№ 7.4. Довести, що

R1 =

{(
a b
−b a

)
| a, b ∈ Z

}
, R3 =

{(
a b
2b a

)
| a, b ∈ Z

}
,

R2 = {a+ bi | a, b ∈ Z}, R4 = {a+ b
√
2 | a, b ∈ Z}

за операцiями додавання та множення є комутативними кiльцями.
1носiєм f називають множину supp f , яка є замиканням множини {x | f(x) ̸= 0}
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№ 7.5. Побудувати iзоморфiзми кiлець R1 та R2, R3 та R4. Довести, що
кiльця R1 та R3 не iзоморфнi.

№ 7.6. Визначити, чи є кiльцем множина: 1) {2a + bi | a, b ∈ Z}; 2)
{a+ 2bi | a, b ∈ Z} (за операцiями додавання та множення).

№ 7.7. За яких m ∈ Z та n ∈ Z множина {ma + nbi | a, b ∈ Z} за
операцiями додавання та множення є комутативним кiльцем?

№ 7.8. Чи утворюють верхньотрикутнi (нижньотрикутнi) матрицi пiд-
кiльце кiльця ⟨Mn(R),+, ·⟩?

№ 7.9. Чи утворюють матрицi

1)


a1,1 a1,2 . . . a1,n−1 a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an,1 0 . . . 0 0

 ; 2)


0 0 . . . 0 a1,n
0 0 . . . a2,n−1 a2,n
. . . . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n−1 an,n


пiдкiльце ⟨Mn(R),+, ·⟩?

№ 7.10. Нехай R є кiльцем з одиницею, x, y ∈ R. Довести, що
(1− xy)c = 1 = (1− xy) ⇒ (1− yx)d = 1 = d(1− yx),

де d = 1 + ycx, тобто: ∃(1 − xy)−1 ⇔ ∃(1 − yx)−1. Обчислити елемент
1 + xdy.

№ 7.11. Нехай R є кiльцем з одиницею, x, y ∈ R. Довести, що:
1) якщо елементи xy та yx є оборотними, то елементи x та y також є
оборотними;
2) якщо R не мiстить дiльникiв нуля, то кожен елемент, який має одно-
стороннiй обернений, є оборотним;
3) якщо R не мiстить дiльникiв нуля та елемент xy оборотний, то еле-
менти x та y є оборотними;
4) без додаткових припущень щодо R з того, що елемент xy оборотний,
не випливає, що елементи x та y є оборотними.

№ 7.12. Нехай A матриця розмiрностi n, у якої сума елементiв кожного
стовпця дорiвнює нулю, а також сума елементiв кожного рядка дорiвнює
нулю. Чи утворюють такi матрицi пiдкiльце ⟨Mn(R),+, ·⟩?

№ 7.13. Знайти всi дiльники нуля в кiльцi: 1) ⟨Z8,+, ·⟩; 2) ⟨Z11,+, ·⟩; 3)
⟨Z48,+, ·⟩; 4) ⟨Zn,+, ·⟩.
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7.2. Задачi

№ 7.14. Довести, що в кiльцi матриць ⟨Mn(R),+, ·⟩ будь-яка вироджена
матриця є дiльником нуля.

№ 7.15. Чи є кiльце: 1) ⟨Z11,+, ·⟩; 2) ⟨Z12,+, ·⟩ полем?

№ 7.16. Знайти мультиплiкативнi групи кiлець пп. 3, 5–6, 10, 13, 20–22
задачi 7.1.

№ 7.17. Знайти мультиплiкативнi групи кiлець: 1) ⟨Z6,+, ·⟩; 2) ⟨Z9,+, ·⟩;
3) ⟨Z12,+, ·⟩; 4) ⟨Z15,+, ·⟩ та перевiрити їх на циклiчнiсть.

№ 7.18. Знайти всi iдеали кiлець: ⟨R,+, ·⟩; ⟨M2(R),+, ·⟩; ⟨Mn(R),+, ·⟩.

№ 7.19. 1. Знайти всi головнi iдеали кiльця множин ⟨S,△,∩⟩. 2. Дове-
сти, що довiльне скiнченне кiльце множин ⟨S,△,∩⟩ є кiльцем головних
iдеалiв.

№ 7.20. 1. Довести, що (x− a) (a ∈ R) є головним iдеалом в кiльцi мно-
гочленiв R[x]. 2. Знайти фактор-кiльце R[x]/(x−a). 3. Вказати iзоморфiзм
R[x]/(x−a) ∼ R.

№ 7.21. 1. Довести, що (x2 + 1) є головним iдеалом в кiльцi много-
членiв R[x]. 2. Знайти фактор-кiльце R[x]/(x2+1). 3. Вказати iзоморфiзм
R[x]/(x2+1) ∼ C.

№ 7.22. 1. Довести, що (ax2 + bx + c) (a, b, c ∈ R, D = b2 − 4ac < 0)
є головним iдеалом в кiльцi многочленiв R[x]. 2. Знайти фактор-кiльце
R[x]/(ax2+bx+c). 3. Вказати iзоморфiзм R[x]/(ax2+bx+c) ∼ C.

№ 7.23. 1. Довести, що (x − a)(x − b) (a, b ∈ R, a ̸= b) є головним iде-
алом в кiльцi многочленiв R[x]. 2. Знайти фактор-кiльце R[x]/(x−a)(x−b).
3. Вказати iзоморфiзм R[x]/(x−a)(x−b) ∼

⟨{(
a1 0
0 a2

)
| a1, a2 ∈ R

}
,+, ·

⟩
.

№ 7.24. 1. Довести, що (x−a)2 (a ∈ R) є головним iдеалом в кiльцi мно-
гочленiв R[x]. 2. Знайти фактор-кiльце R[x]/(x−a)2 . 3. Вказати iзоморфiзм
R[x]/(x−a)2 ∼ ⟨{( a1 a2

0 a1 ) | a1, a2 ∈ R} ,+, ·⟩.

№ 7.25. Чи iзоморфнi фактор-кiльця: 1) Z[x]/(x2−2) та Z[x]/(x2−3)? 2)
Z[x]/(x3+1) та Z[x]/(x3+2x2+x+1)?

№ 7.26. Довести, що кiльця ⟨Z2,+, ·⟩, ⟨{0, 1},⊕, ·⟩, ⟨S,△,∩⟩ iдемпотентнi.
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7.2. Задачi

№ 7.27. Довести, що в iдемпотентному кiльцi −a = a. Довести, що iдем-
потентне кiльце є комутативним.

№ 7.28. Нехай R є кiльцем, G = {g1, . . . , gn} є скiнченною групою. Гру-
повим кiльцем R[G] називають множину елементiв виду α = a1g1 + . . .+
angn, де a1, . . . , an ∈ R, з операцiями ≪+≫ та ≪·≫, якi визначенi таким
чином:

α+ β =
n∑

k=1

(ak + bk)gk, α · β =
n∑

k=1

( ∑
gigj=gk

aibj

)
gk

для α = a1g1 + . . .+ angn, β = b1g1 + . . . bngn. Довести:
1) R[G] є кiльцем;
2) якщо R та G комутативнi, то R[G] також комутативне;
3) якщо R є кiльцем з одиницею, то R[G] також є кiльцем з одиницею;
4) якщо H ⊂ G є пiдгрупою, то R[H] ⊂ R[G] є пiдкiльцем.

№ 7.29. 1. Записати в явному виглядi груповi кiльця R[S2], R[S3] та
R[A3] (див. задачу 7.28).
2. Вказати мультиплiкативнi групи кiлець R[S2] та R[A3].
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Роздiл 8

Частково впорядкованi
множини

8.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Частково впорядкованою множиною (ЧВМ) називають пару ⟨A,≼⟩,
де A – непорожня множина, ≪≼≫ – вiдношення часткового порядку на A
(див. пiдроздiл 3.1). Якщо a ≼ b (b ≽ a) для a, b ∈ A, елемент a передує
(нестрого передує) елементу b, або елемент b слiдує (нестрого слiдує) за
елементом a; строге передування позначають ≪≺≫, строге слiдування –
≪≻≫. Елементи a, b ∈ A називають порiвнянними, якщо a ≼ b або b ≼ a;
iнакше – непорiвнянними. Якщо будь-якi два елементи ЧВМ ⟨A,≼⟩ по-
рiвняннi, множину A називають лiнiйно впорядкованою множиною або
ланцюгом. Елемент a ∈ A безпосередньо передує елементу b ∈ A (b безпо-
середньо слiдує за a), якщо не iснує такого елемента x ∈ A, що a ≺ x ≺ b.
ЧВМ, дуальною до ⟨A,≼⟩, називають ЧВМ ⟨A,≼∗⟩ з вiдношенням час-
ткового порядку ≪≼∗≫: (a ≼∗ b) ⇔ (a ≼−1 b) ⇔ (b ≼ a) (див. задачу
8.2).

Дiаграмою Гессе ЧВМ ⟨A,≼⟩, де A = {a1, . . . , an}, називають граф
спецiального вигляду: граф мiстить n вершин, якi вiдповiдають елемен-
там a1, a2, . . . , an; вершини ai та aj з’єднують ребром тодi i тiльки тодi,
коли елемент ai безпосередньо передує елементу aj; якщо ai ≺ aj, вер-
шину aj розташовують на площинi вище за ai.
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8.2. Задачi

Нехай B ⊂ A, B ̸= ∅. Елемент M ∈ B називають максимальним для
множини B, якщо для довiльного x ∈ B маємо (x ≽ M) ⇒ (x = M)
(еквiвалентна умова: або x ≼ M , або x та M непорiвняннi); елемент
m ∈ B називають мiнiмальним для множини B, якщо для довiльного
x ∈ B маємо (x ≼ m) ⇒ (x = m) (еквiвалентна умова: або x ≽ m, або x та
m непорiвняннi). Елемент M ∈ B називають найбiльшим для множини
B, якщо для довiльного x ∈ B маємо x ≼ M ; елемент m ∈ B називають
найменшим для множини B, якщо для довiльного x ∈ B маємо x ≽ m.
Елемент M ∈ A називають верхньою межею для множини B, якщо для
довiльного x ∈ B маємо x ≼ M ; елемент m ∈ A називають нижньою
межею для множини B, якщо для довiльного x ∈ B маємо x ≽ m.

Точною верхньою межею (супремумом) множини B називають еле-
мент supB ∈ A, який є найменшим у множинi верхнiх меж множини
B, це еквiвалентно умовам: 1) елемент supB є верхньою межею для B;
2) якщо M довiльна верхня межа для B, то supB ≼ M . Точною ни-
жньою межею (iнфiмумом) множини B називають елемент inf B ∈ A,
який є найбiльшим у множинi нижнiх меж множини B, це еквiвалентно
умовам: 1) елемент inf B є нижньою межею для B; 2) якщо m довiльна
нижня межа для B, то inf B ≽ m.

8.2. Задачi
№ 8.1. Дослiдити, чи є дана структура ЧВМ:
1) ⟨N,6⟩;
2) ⟨R,6⟩;
3) ⟨N,≼⟩, де (a ≼ b) ⇔ (a ··· b);
4) ⟨Z,≼⟩, де (a ≼ b) ⇔ (∃k ∈ Z : a = kb);
5) ⟨N,≼⟩, де (x ≼ y) ⇔ (x+ y < 0);
6) ⟨N,≼⟩, де (x ≼ y) ⇔ (|x− y| < 1);
7) ⟨Rn,≼⟩, де ((x1, . . . , xn) ≼ (y1, . . . , yn)) ⇔ (∃k : xk 6 yk);
8) ⟨Rn,≼⟩, де ((x1, . . . , xn) ≼ (y1, . . . , yn)) ⇔ (∀k : xk 6 yk);
9) ⟨C,≼⟩, де (z1 ≼ z2) ⇔ (|z1| 6 |z2|);
10) множина пiдпросторiв лiнiйного простору X з вiдношенням ≪⊂≫.

№ 8.2. Довести: якщо R вiдношення часткового порядку, то R−1 також
вiдношення часткового порядку.
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8.2. Задачi

№ 8.3. Побудувати дiаграму Гессе множини 2A всiх пiдмножин мно-
жини A з вiдношенням вкладення ≪⊂≫, якщо: 1) A = {1, 2, 3}; 2)
A = {1, 2, 3, 4}; 3) A = {1, 2, 3, 4, 5}.

№ 8.4. Навести приклад ЧВМ, яка:
1) має нескiнченну кiлькiсть максимальних елементiв;
2) мiстить в точностi один максимальний елемент, але не має супремуму;
3) мiстить в точностi один мiнiмальний елемент, але не має iнфiмуму;
4) мiстить в точностi один мiнiмальний елемент, в точностi один макси-
мальний елемент, але не має супремуму та не має iнфiмуму;
5) є нескiнченною i не має супремуму та iнфiмуму;
6) є скiнченою, але не має супремуму та iнфiмуму.

№ 8.5. Побудувати ЧВМ дiльникiв чисел 8, 12, 15, 30, 48, 72, 168, 180,
480, 360, 900 по вiдношенню подiльностi.

№ 8.6. 1. Нехай a та b максимальнi елементи. Довести, що sup{a, b}
iснує тодi й тiльки тодi, коли a = b. 2. Нехай a та b мiнiмальнi елементи.
Довести, що inf{a, b} iснує тодi й тiльки тодi, коли a = b.

№ 8.7. Розглянемо множину N×N з вiдношенням ((m1,m2) ≼ (n1, n2)) ⇔
((m1 6 n1) ∧ (m2 6 n2)).
1. Перевiрити, що ⟨N× N,≼⟩ є ЧВМ.
2. Побудувати дiаграму Гессе для скiнченної пiдмножини.
3. Для множини A = {(m1,m2), (n1, n2)} знайти супремум та iнфiмум.
4. Для елемента (m,n) знайти всi елементи, що непорiвнянi з ним.
5. Довести, що не iснує нескiнченної пiдмножини, усi елементи якої по-
парно не порiвнюються.

№ 8.8. Розв’язати пп. 1–4 задачi 8.7 для множини Z × Z. Чи має мiсце
твердження п. 5 задачi 8.7?

№ 8.9. Нехай A – деяка множина з вiдношенням часткового порядку
≪≼≫; M,N ∈ N ∪ {+∞}; xij ∈ A для i = 1, . . . ,M та j = 1, . . . , N .

Довести sup
j

(
inf
i
{xij}

)
≼ inf

i

(
sup
j
{xij}

)
у припущеннi, що всi вказанi inf

та sup iснують.
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Роздiл 9

Решiтки

9.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Решiткою (також структурою, див., наприклад, [6]) називають ал-
гебричну структуру ⟨L,∨,∧⟩, де L – непорожня множина, ≪∨≫, ≪∧≫ –
замкненi бiнарнi операцiї на L, якi задовольняють умови: 1) a∨ b = b∨a,
a∧b = b∧a (комутативнiсть); 2) a∨(b∨c) = (a∨b)∨c, a∧(b∧c) = (a∧b)∧c
(асоцiативнiсть); 3) a∨ (a∧b) = a, a∧ (a∨b) = a (абсорбцiя, поглинання).
Операцiї ≪∨≫ та ≪∧≫ називають диз’юнкцiєю та кон’юнкцiєю (за iншою
термiнологiєю об’єднанням та перетином або супремумом та iнфiмумом),
умови 1–3 – аксiомами решiтки. Альтернативне визначення решiтки (на-
приклад, [6]): решiткою називають частково впорядковану множину, для
якої iснують супремуми та iнфiмуми всiх двохелементних пiдмножин.

Решiтку L називають дистрибутивною, якщо для всiх a, b, c ∈ L вико-
нуються тотожностi a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c), a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c).
Решiтку L називають обмеженою зверху, якщо iснує елемент 1 = 1L =
supL; називають обмеженою знизу, якщо iснує елемент 0 = 0L = inf L;
називають обмеженою, якщо вона обмежена i зверху, i знизу. У обмеже-
нiй решiтцi елемент b ∈ L називають доповненням до елемента a ∈ L,
якщо a∨ b = 1, a∧ b = 0; якщо кожний елемент решiтки має хоча б одне
доповнення, то решiтку називають доповненою. Решiтку називають мо-
дулярною (за iншою термiнологiєю дедекiндовою), якщо для довiльних
x, y, z ∈ L виконується умова (x ≼ z) ⇒ (x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z).
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9.2. Задачi

9.2. Задачi
№ 9.1. 1. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка. Довести: (a ∨ b = b) ⇔ (a ∧ b = a).
2. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка. Довести, що ⟨L,≼⟩ з вiдношенням (a ≼ b) ⇔
(a ∨ b = b) ⇔ (a ∧ b = a) є частково впорядкованою множиною.
3. Нехай ⟨L,≼⟩ – частково впорядкована множина та для кожної пари
a, b ∈ L iснують sup{a, b} та inf{a, b}. Довести, що ⟨L,∨,∧⟩, де a ∨ b =
sup{a, b}, a ∧ b = inf{a, b}, є решiткою.
4. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка; ⟨L,≼⟩ – ЧВМ, побудована в п. 2;

⟨
L, ∨̂, ∧̂

⟩
– решiтка, побудована в п. 3 за ЧВМ ⟨L,≼⟩. Довести, що ∨ = ∨̂, ∧ = ∧̂.
5. Нехай ⟨L,≼⟩ – частково впорядкована множина та для кожної пари
a, b ∈ L iснують sup{a, b} та inf{a, b}; ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка, побудована в
п. 3;

⟨
L, ≼̂

⟩
– ЧВМ, побудована в п. 2 за решiткою ⟨L,∨,∧⟩. Довести, що

≼= ≼̂ 1.
6. Нехай ⟨R,⊕, ·⟩ – iдемпотентне кiльце. Довести, що ⟨L,∨,∧⟩, де a∨ b =
a⊕ b⊕ (a · b), a∧ b = a · b, є дистрибутивною решiткою, обмеженою знизу.

№ 9.2. Навести приклад обмеженої решiтки, яка мiстить нескiнченну
кiлькiсть елементiв.

№ 9.3. Дослiдити, чи є решiткою:
1) ⟨Ln,≼⟩, де Ln множина дiльникiв заданого числа n ∈ N, (a ≼ b) ⇔
(b ···a);
2) ⟨N,≼⟩, де (a ≼ b) ⇔ (b ···a);
3) ⟨N ∪ {0},≼⟩, де (a ≼ b) ⇔ (b = ka, k ∈ N ∪ {0});
4) ⟨{0L, 1L} ∪ {an}∞n=1,max,min⟩, де 0L ≺ an ≺ 1L, а ai та aj для довiльних
i та j, i ̸= j непорiвнянi мiж собою.

№ 9.4. Нехай число n має розклад на простi дiльники n = pn1
1 pn2

2 ·. . .·pnm
m ,

де p1, . . . , pm – простi числа, n1, . . . , nm > 0. Довести, що множина Ln п. 2
задачi 9.3 мiстить (n1 + 1)(n2 + 1) · . . . · (nm + 1) елементiв.

№ 9.5. Побудувати дiаграми Гессе решiток дiльникiв чисел 6, 8, 36, 48,
54, 72, 210. Визначити всi доповнення для кожного з елементiв.

1пп. 2–3 доводять еквiвалентнiсть двох означень решiтки, пп. 4–5 доводять взає-
мооберненiсть переходiв
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№ 9.6. 1. Нехай An – множина дiльникiв числа n, якi не є повними ква-
дратами. Побудувати дiаграму Гессе для ЧВМ ⟨An, ··· ⟩ та n = 36, 40, 72,
96, 108, 192, 200, 288. Чи будуть вказанi ЧВМ решiтками?
2. Нехай Bn = An ∪ {1}. Чи будуть ЧВМ ⟨Bn, ··· ⟩ решiтками?
3. В позитивних випадках отриманi решiтки дослiдити на дистрибутив-
нiсть, модулярнiсть, доповненiсть. Визначити всi доповнення для кожно-
го з елементiв.

№ 9.7. Довести, що кожен мiнiмальний (вiдповiдно, максимальний) еле-
мент решiтки є нулем (вiдповiдно, одиницею) решiтки.

№ 9.8. Довести, що решiтки N5 (рис. 9.1) та M3 (рис. 9.2) не є дистри-
бутивними. Довести, що решiтка N5 не є модулярною, а решiтка M3 є
модулярною.

0

b

c

a

1

Рис. 9.1

a b c

1

0

Рис. 9.2

№ 9.9. Частково впорядкованi множини iз задачi 9.3, якi є решiтками,
дослiдити на дистрибутивнiсть, модулярнiсть, обмеженiсть, доповненiсть
(у випадку обмеженостi). Вказiвка: для перевiрки дистрибутивностi ви-
користати критерiй дистрибутивностi: решiтка є дистрибутивною тодi i
тiльки тодi, коли не мiстить пiдрешiток, iзоморфних N5 або M3, а для
перевiрки модулярностi – критерiй модулярностi: решiтка є модулярною
тодi i тiльки тодi, коли не мiстить пiдрешiток, iзоморфних N5 (див., на-
приклад, [8]).

№ 9.10. Розв’язати задачу 9.9 для ЧВМ рис 9.3–9.10.

№ 9.11. Яка найменша кiлькiсть елементiв потрiбна, щоб утворити ре-
шiтку, що мiстить одночасно i пiдрешiтку, iзоморфну N5, i пiдрешiтку,
iзоморфну M3? Навести приклад такої решiтки.
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№ 9.12. Навести приклад решiтки, яка не є дистрибутивною, але кожен
елемент має не бiльше одного доповнення.

№ 9.13. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка. Чи еквiвалентнi наступнi умови:
1) ∀a, b, c :

(
a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c) та a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c)

)
;
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2)
(
∀a, b, c : a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

)
або

(
∀a, b, c : a ∨ (b ∧ c) =

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
)
;

3) ∀a, b, c :
(
a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c) або a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c)

)
?

№ 9.14. За вказаними множинами A побудувати дiаграми Гессе для
ЧВМ ⟨A,⊂⟩. Чи будуть ЧВМ решiтками? В позитивних випадках отри-
манi решiтки дослiдити на дистрибутивнiсть, модулярнiсть, доповне-
нiсть. Визначити всi доповнення для кожного з елементiв.
1. A = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1}, {2},∅}.
2. A = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {1}, {2},∅}.
3. A = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {1}, {2}, {4},∅}.

№ 9.15. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка. Довести:
1) (a ∨ b = a ∧ b) ⇒ (a = b);
2) (a1 ∨ . . . ∨ an = a1 ∧ . . . ∧ an) ⇒ (a1 = . . . = an);
3) ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∧ a = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c);
4) ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∧ ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c)) = a ∧ b;
5) (a ≼ b) ⇔ (a ≼ a ∧ b) ⇔ (a ∨ b ≼ b);
6) ((a ≼ c) ∧ (b ≼ c)) ⇒ (a ∨ b ≼ c);
7) ((a ≼ b) ∧ (a ≼ c)) ⇒ (a ≼ b ∧ c).

№ 9.16. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка. Довести, що додаванням не бiльше як
трьох елементiв її можна вкласти в решiтку з нулем та одиницею, кожен
елемент якої має доповнення.

№ 9.17. Нехай ⟨L,∨,∧⟩ – решiтка; a, b, c ∈ L; M(a, b, c) = (a∨b)∧(a∨c)∧
(b∨ c), m(a, b, c) = (a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b∧ c). Довести m(a, b, c) ≼ M(a, b, c).

№ 9.18. Нехай X – лiнiйний простiр. Дослiдити, чи є решiткою ЧВМ
пiдпросторiв X з вiдношенням вкладення. Якщо так, дослiдити решiтку
на дистрибутивнiсть, модулярнiсть та у випадку dimX < ∞ на доповне-
нiсть.

№ 9.19. 1. Для груп ⟨Z18,+⟩, ⟨Z36,+⟩ побудувати дiаграми Гессе множи-
ни пiдгруп за вiдношенням вкладення; переконатися, що отриманi ЧВМ
є решiтками та дослiдити їх на дистрибутивнiсть, модулярнiсть, допов-
ненiсть.
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2. Для груп ⟨S3, ◦⟩, ⟨S4, ◦⟩ побудувати дiаграми Гессе множини пiдгруп та
множини нормальних дiльникiв за вiдношенням вкладення; переконати-
ся, що отриманi ЧВМ є решiтками та дослiдити їх на дистрибутивнiсть,
модулярнiсть, доповненiсть.
3. Довести, що множина всiх пiдгруп групи ⟨G, ∗⟩ з вiдношенням вкла-
дення є решiткою.
4. Довести, що множина всiх нормальних дiльникiв групи ⟨G, ∗⟩ з вiдно-
шенням вкладення є модулярною, але в загальному випадку не дистри-
бутивною решiткою.
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Роздiл 10

Булевi алгебри

10.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Булевою алгеброю називають алгебричну структуру
⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
iз визначеними на непорожнiй множинi A замкненими бiнарними опе-
рацiями ≪∨≫ та ≪∧≫, замкненою унарною операцiєю ≪ ≫ i фiксова-
ними елементами 0, 1 ∈ A (нуль-арними операцiями на A), якi задо-
вольняють умови: 1) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a (комутативнiсть);
2) a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c), a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c) (дистрибутивнiсть);
3) a∨0 = a, a∧1 = a (нейтральнiсть); 4) a∨ā = 1, a∧ā = 0 (доповненiсть).
Операцiї ≪∨≫ та ≪∧≫ називають диз’юнкцiєю та кон’юнкцiєю (за iншою
термiнологiєю об’єднанням та перетином або сумою та добутком), опе-
рацiю ≪ ≫ – доповненням, елементи 0 та 1 – нулем та одиницею булевої
алгебри, умови 1–4 – аксiомами булевої алгебри. Для диз’юнкцiї i кон’-
юнкцiї також використовуватимемо позначення ≪+≫ та ≪·≫ вiдповiдно,
символ ≪·≫ у формулах iнодi опускатимемо. Елемент a ∈ A називають
атомом булевої алгебри A, якщо a безпосередньо слiдує за нулем; мно-
жину всiх атомiв булевої алгебри A позначатимемо через A1.

Множина виразiв або виразiв над A визначається умовами: 1) змiн-
на та елементи 0, 1 є виразами; 2) якщо A та B – вирази, то (A ∨ B),
(A ∧ B), Ā – також вирази; 3) iнших виразiв немає. Для позначення ви-
разiв будемо використовувати англiйську лiтеру E з iндексами або без,
за потреби у дужках вказуватимемо список змiнних, якi можуть мiсти-
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тись у даному виразi. Вирази E1(x1, . . . , xn) та E2(x1, . . . , xn) називають
еквiвалентними, якщо вони задають однакове вiдображення з A×n в A.

Вираз над булевою алгеброю називають кон’юнктом (вiдповiдно, ди-
з’юнктом), якщо вiн має вигляд кон’юнкцiї (вiдповiдно, диз’юнкцiї) змiн-
них або їх доповнень. Вважають, що змiннi у кон’юнктi (вiдповiдно, ди-
з’юнктi) не повторюються. Кiлькiсть змiнних у кон’юнктi або диз’юнктi
називають його довжиною. Вираз 1 за визначенням вважають кон’юн-
ктом довжини 0 та називають порожнiм кон’юнктом, вираз 0 вважають
диз’юнктом довжини 0 та називають порожнiм диз’юнктом. Кон’юнкт
(вiдповiдно, диз’юнкт) E(x1, . . . , xn), який мiстить усi n змiнних, назива-
ють кон’юнктом (вiдповiдно, диз’юнктом) повної довжини.

Вираз над булевою алгеброю називають диз’юнктивною нормальною
формою (ДНФ), якщо вiн має вигляд диз’юнкцiї скiнченної кiлькостi
кон’юнктiв; вираз 0 за визначенням також вважають диз’юнктивною
нормальною формою, яка не мiстить жодного кон’юнкта. Диз’юнктивну
нормальну форму називають досконалою (ДДНФ), якщо вона мiстить
лише кон’юнкти повної довжини. Вираз над булевою алгеброю назива-
ють кон’юнктивною нормальною формою (КНФ), якщо вiн має вигляд
кон’юнкцiї скiнченної кiлькостi диз’юнктiв; вираз 1 за визначенням та-
кож вважають кон’юнктивною нормальною формою, яка не мiстить жо-
дного диз’юнкта. Кон’юнктивну нормальну форму називають доскона-
лою (ДКНФ), якщо вона мiстить лише диз’юнкти повної довжини.

Кон’юнкт E1(x1, . . . , xn) називають iмплiкантою функцiї, яка задана
виразом E(x1, . . . , xn), якщо E(x1, . . . , xn) набуває значення 1 на всiх на-
борах iз {0, 1}×n, коли набуває значення 1 вираз E1(x1, . . . , xn). Iмплiкан-
ту E1 виразу E називають простою, якщо видалення будь-якої змiнної
з кон’юнкта E1 приводить до кон’юнкта, який не є iмплiкантою вира-
зу E. Диз’юнктивну нормальну форму E називають тупиковою, якщо
виконуються умови: 1) кожна iмплiканта у складi E проста; 2) жодну
iмплiканту у складi E не можна викреслити зi збереженням еквiвален-
тностi виразу E. Iмплiканти, якi увiйдуть в усi тупиковi форми виразу E,
називають ядровими, сукупнiсть ядрових iмплiкант називають диз’юн-
ктивним ядром (або просто ядром) виразу E.

Диз’юнктивну нормальну форму, яка складається з усiх простих iм-
плiкант, називають скороченою. Скорочена ДНФ у загальному випадку
не є тупиковою, але будь-яку тупикову ДНФ можна отримати iз скоро-
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ченої ДНФ вiдкиданням деяких iмплiкант. Методи пошуку скороченої
ДНФ та тупикових ДНФ подiляють на алгебричнi (напр. метод Квайна,
метод Квайна–Мак-Класкi, метод Блейка, метод Петрика, метод Нель-
сона та iн.) та геометричнi (напр. карти Карно).

10.2. Задачi

№ 10.1. 1. Нехай
⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
– булева алгебра. Довести, що ⟨A,∨,∧⟩

– решiтка, яка є обмеженою, дистрибутивною та доповненою.
2. Нехай ⟨A,∨,∧⟩ – решiтка, яка є обмеженою, дистрибутивною та до-
повненою. Довести, що

⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
, де 0 – нуль решiтки, 1 – одиниця

решiтки, ā – доповнення до елементу a ∈ A, є булевою алгеброю. Окремо
пояснити, чому для кожного a ∈ A iснує єдине доповнення ā.

№ 10.2. 1. Нехай
⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
булева алгебра. Довести, що ⟨A,⊕, ·⟩,

де a⊕b = (a∧ b̄)∨(ā∧b), a ·b = a∧b, є iдемпотентним кiльцем з одиницею.
2. Нехай ⟨A,⊕, ·⟩ iдемпотентне кiльце з одиницею. Довести, що⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
, де a ∨ b = a ⊕ b ⊕ a · b, a ∧ b = a · b, ā = 1 ⊕ a, 0 та

1 – вiдповiдно нуль та одиниця кiльця, є булевою алгеброю.
3. Нехай

⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
булева алгебра; ⟨A,⊕, ·⟩ iдемпотентне кiльце з

одиницею, побудоване в п. 1;
⟨
A, ∨̂, ∧̂, ,̂ 0, 1

⟩
булева алгебра, побудована

в п. 2 за кiльцем ⟨A,⊕, ·⟩. Довести, що операцiї ≪∨̂≫, ≪∧̂≫, ≪
̂
≫ збiгаються

з ≪∨≫, ≪∧≫, ≪ ≫ вiдповiдно.
4. Нехай ⟨A,⊕, ·⟩ iдемпотентне кiльце з одиницею;

⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
буле-

ва алгебра, побудована в п. 2;
⟨
A, ⊕̂, ·̂

⟩
iдемпотентне кiльце з одиницею,

побудоване в п. 1 за булевою алгеброю
⟨
A,∨,∧, , 0, 1

⟩
. Довести, що опе-

рацiї ≪⊕̂≫, ≪̂·≫ збiгаються з ≪⊕≫, ≪·≫ вiдповiдно 1.

№ 10.3. Побудувати найменшу пiдалгебру 2U , яка мiстить B, вказати
атоми, побудувати дiаграму Гессе:
1) U = {1, 2, 3}, B = {{1, 2, 3}, {1}, {3}};

1пп. 3–4 доводять взаємооберненiсть переходiв
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2) U = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2}, {3}, {4}};
3) U = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {{1, 3, 5}, {2, 3, 4}}.

№ 10.4. Чи iснує булева алгебра, що мiстить 6 елементiв? Якщо так,
навести приклад та побудувати дiаграму Гессе.

№ 10.5. За допомогою еквiвалентних перетворень побудувати ДНФ для
функцiй:
1) f(x1, x2, x3) = (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3)(x1x2 ∨ x3)

2;
2) f(x1, x2, x3) = (x̄1x2 ⊕ x3)(x1x3 → x2);
3) f(x1, x2, x3) = (x1 ↔ x2) ∨ (x1x3 ⊕ (x2 → x3));
4) f(x1, x2, x3) = x1x̄2 ∨ x3 ↔ (x1 → x2x̄3);
5) f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2x̄3)(x1x̄2 ∨ x̄3)(x1x2 ∨ x3);
6) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2x̄3x̄4)((x̄1 ∨ x4)⊕ x2x3) ∨ x̄2(x3 ∨ x1x̄4);
7) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2)(x2 → x̄3)(x3 → x1x̄4).

№ 10.6. За допомогою еквiвалентних перетворень побудувати КНФ для
функцiй:
1) f(x1, x2, x3) = x1x̄2 ∨ x̄2x3 ∨ (x1 → x2x3);
2) f(x1, x2, x3) = (x̄1 → (x2 → x3))⊕ x1x̄2x3;
3) f(x1, x2, x3) = (x1 ↔ (x2 → x3)) ∨ (x2 → x1x3);
4) f(x1, x2, x3, x4) = x̄1x2 ∨ x̄2x3 ∨ x̄3x4 ∨ x1x̄4;
5) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ↔ x2) ∨ (x1x3 ↔ x4) ∨ x2x̄3.

№ 10.7. За заданою ДНФ побудувати ДДНФ:
1) f(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x̄3;
2) f(x1, x2, x3) = x̄1x̄2 ∨ x2x̄3 ∨ x1x̄3;
3) f(x1, x2, x3, x4) = x1x2x̄3 ∨ x1x3x̄4;
4) f(x1, x2, x3, x4) = x1x2 ∨ x̄2x4 ∨ x3x̄4.

№ 10.8. За заданою КНФ побудувати ДКНФ:
1) f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x̄2)x3;
2) f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)(x̄2 ∨ x3)x̄3;
3) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x̄2 ∨ x̄4);
4) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)(x̄2 ∨ x3)(x̄3 ∨ x4).

2тут i надалi знак операцiї ≪∧≫ опускаємо
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№ 10.9. Побудувати ДДНФ та ДКНФ для функцiй, що заданi формулою
або вектором:
1) f(x1, x2, x3) = x1 ∨ (x2 ∧ x3);
2) f(x1, x2, x3) = x1 ∨ (x̄2 ∧ x3);
3) f(x1, x2, x3) = x̄1 ↔ (x2 ∧ x3);
4) f(x1, x2, x3) = ((x1 ∨ x2) ∧ x̄3) ∨ (x1 ∧ x3);
5) f(x1, x2, x3) = ((x1 ∨ x̄2) ∧ (x1 ∧ x3)) ∨ (x1 ∧ (x2 ∧ x3));
6) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2)⊕ (x̄1 → (x2 ∧ x3 ∧ x̄4));
7) f(x1, x2, x3, x4) = ((x1 ∧ x2)⊕ (x̄1 ∧ x̄3 ∧ x̄4 ∧ (x3 ∨ x4))) ↔ x3;
8) (0010 1101);
9) (1000 0011);
10) (0110 1001);
11) (0010 0011 0111 1100);
12) (1111 0110 0110 1111).

№ 10.10. Знайти довжину ДДНФ для наступних n-арних функцiй, n >
2:
f1 =

∨
16i<j6n

(xi ∧ xj); f3 = x1 → (x2 → (x3 → . . . → (xn−1 → xn) . . .));

f2 =
∧

16i<j6n

(xi → xj); f4 = ((x1 ∨ x2) ∧ (x̄1 ∨ x̄2)) → (x3 ∧ . . . ∧ xn).

№ 10.11. Нехай {x1, . . . , xm} ∩ {y1, . . . , yn} = ∅, довжини ДДНФ для
функцiй f(x1, . . . , xm) та g(y1, . . . , ym) дорiвнюють k та l вiдповiдно. Зна-
йти довжину ДДНФ для функцiй:

f(x1, . . . , xm) ∨ g(y1, . . . , yn); f(x1, . . . , xm) ∧ g(y1, . . . , yn).

№ 10.12. Побудувати скорочену ДНФ за допомогою методу Блейка:
1) x̄1x̄2 + x1x̄2x4 + x2x̄3x4;
2) x1x̄2x3 + x̄1x2x̄4 + x̄2x̄3x4;

3) x1 + x̄1x2 + x̄1x̄2x3 + x̄1x̄2x̄3x4;
4) x1x̄2x4 + x̄1x̄2x3 + x̄3x̄4.

№ 10.13. Побудувати скорочену ДНФ за допомогою методу Нельсона:
1) (x1+x2+x̄3)(x̄1+x2+x3)(x̄2+x̄3);
2) (x1 + x̄2)(x1 + x2 + x̄3);

3) (x1+x̄2+x̄3)(x̄1+x2)(x1+x2+x3);
4) (x1+x̄2)(x2+x̄3)(x3+x̄4)(x4+x1).

№ 10.14. За допомогою карт Карно побудувати скорочену ДНФ та зна-
йти всi тупиковi ДНФ для функцiй, що заданi формулою або вектором.
Вказати всi простi iмплiканти та всi ядровi iмплiканти.
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1. x1x2 + x̄2;
2. x̄1x̄2 + x1x̄3 + x̄2x3;
3. (1110 1111);
4. (1011 1110);
5. (1110 0110);
6. (1101 1011);

7. (1111 1000 0100 1100);
8. (1110 1000 0110 1000);
9. (1110 0110 0001 0101);
10. (0001 0111 1010 1110);
11. (0001 1011 1110 0111);
12. (0011 1101 1110 1011).

№ 10.15. Розв’язати задачу 10.14 для функцiй, що заданi за допомогою
карт Карно:

1)

x1x2 x̄1x2 x̄1x̄2 x1x̄2

x3x4 1 1 1 1
x̄3x4 1 1
x̄3x̄4

x3x̄4 1 1

2)

x1x2 x̄1x2 x̄1x̄2 x1x̄2

x3x4 1 1
x̄3x4 1 1
x̄3x̄4 1 1
x3x̄4 1

3)

x1x2 x̄1x2 x̄1x̄2 x1x̄2

x3x4 1 1
x̄3x4 1 1 1
x̄3x̄4 1 1 1 1
x3x̄4 1

№ 10.16. Для функцiй задачi 10.14:
1) побудувати скорочену ДНФ за допомогою методу Квайна;
2) знайти всi тупиковi ДНФ за допомогою методу Квайна–Мак-Класкi з
подальшим застосуванням методу Петрика, вказати всi простi iмплiкан-
ти та всi ядровi iмплiканти.

№ 10.17. Для функцiї (1011 1110 0111 1101) побудувати скорочену ДНФ
за допомогою методiв: 1) Блейка; 2) Нельсона; 3) Квайна. Який з методiв
для даної функцiї найшвидший? Вказати всi тупиковi форми.

№ 10.18. Знайти кiлькiсть тупикових ДНФ для функцiї f(x1, . . . , xn) =
x1 ⊕ . . .⊕ xn ⊕ 1.
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Роздiл 11

Булевi функцiї та
функцiональна повнота

11.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

Булевою функцiєю вiд n аргументiв (змiнних) називають вiдображе-
ння f : {0, 1}×n → {0, 1}, n ≥ 0; випадок n = 0 вiдповiдає константам 0, 1.
Змiннi позначатимемо маленькими лiтерами англiйського алфавiту з iн-
дексами або без. Число n називають арнiстю функцiї f (позначення f (n)).
Множину всiх булевих функцiй довiльної скiнченної арностi позначають
через P2.

Булеву функцiю f (2)(x1, x2) = x1|x2 = x1 ∧ x2 називають штрихом
Шеффера, а f (2)(x1, x2) = x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2 стрiлкою Пiрса. Також
≪|≫ називають ≪НЕ-I≫, (рос. ≪НЕ-И≫, англ. ≪NAND≫ вiд ≪not and≫),
а ≪↓≫ – ≪НЕ-АБО≫ (рос. ≪НЕ-ИЛИ≫, англ. ≪NOR≫ вiд ≪not or≫).

Формули над непорожньою множиною (класом) булевих функцiй
K ∈ P2 визначаються рекурсивно: 1) якщо f (n) ∈ K, то f(x1, . . . , xn)
– формула над K; 2) якщо f (n) ∈ K, E1, . . . , En – формули над K
або змiннi (не обов’язково рiзнi), то f (n)(E1, . . . , En) – формула над K;
3) iнших формул над класом K немає. Суперпозицiєю функцiй iз на-
бору K називають булеву функцiю f , яка реалiзована деякою фор-
мулою над класом K. Замиканням [K] непорожнього набору функцiй
K ⊂ P2 називають множину функцiй, якi можна реалiзувати форму-
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11.1. Основнi теоретичнi вiдомостi

лами над набором K. Якщо клас функцiй K ⊂ P2 мiстить тотожну
функцiю f(x) = x, замикання [K] можна визначити таким кроком ре-
курсiї: якщо g

(n)
1 , . . . , g

(n)
m ∈ [K] та g

(m)
0 ∈ [K], то [K] мiстить функцiю

h(n)(x1, . . . , xn) = g
(m)
0 (g

(n)
1 (x1, . . . , xn), . . . , g

(n)
m (x1, . . . , xn)) (арностi фун-

кцiй gk (1 ≤ k ≤ m) можна вважати однаковими, оскiльки функцiї мен-
шої арностi можна доповнити вiдповiдною кiлькiстю фiктивних змiн-
них). Непорожнiй клас функцiй K ⊂ P2 називають функцiонально за-
мкненим або просто замкненим, якщо [K] = K. Непорожнiй клас фун-
кцiй K ⊂ P2 називають функцiонально повним або просто повним, якщо
[K] = P2.

Для формул над P2 розглядають бездужковий польський запис, коли
аргументи записують пiсля операцiї, та обернений польський запис, коли
аргументи записують перед операцiєю. Наприклад, для формул x ∨ y,
x ∧ y, ¬x польський запис: ∨ x y, ∧ x y, ¬ x, а обернений польський
запис: x y ∨, x y ∧, x ¬; для числової формули cos(x + y) – вiдповiдно,
cos + x y та x y + cos. Також бездужковий польський запис називають
префiксною формою запису, обернений польський запис – постфiксною
формою запису, а запис виду (x ∨ y) ∧ z – iнфiксною формою запису.

Говорять, що функцiя f ∈ P2 зберiгає константу 0, якщо
f(0, 0, . . . , 0) = 0, та зберiгає константу 1, якщо f(1, 1, . . . , 1) = 1. Мно-
жину функцiй, якi зберiгають 0 (вiдповiдно, 1) позначають через T0 (вiд-
повiдно, T1).

Функцiю f (n) (n > 1) називають монотонною, якщо f (n)(α) 6 f (n)(β)
для всiх α ≼ β (α, β ∈ {0, 1}×n), де ≪≼≫ – вiдношення часткового по-
рядку (α ≼ β) ⇔ (∀k αk 6 βk). Зазначимо, що функцiї арностi 0, тобто
константи 0 та 1 монотоннi. Множину монотонних функцiй позначають
через M .

Функцiєю, двоїстою до функцiї f : {0, 1}×n → {0, 1}, називають фун-
кцiю f ∗(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n). Функцiю f називають самодвоїстою,
якщо f ∗ = f . Множину самодвоїстих функцiй позначають через S.

Полiномом Жегалкiна з n змiнними називають формулу
a⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ . . .⊕ anxn ⊕ a1,2x1x2 ⊕ a1,3x1x3 ⊕ . . .⊕ an−1,nxn−1xn⊕
⊕a1,2,3x1x2x3 ⊕ . . .⊕ an−2,n−1,nxn−2xn−1xn ⊕ . . .⊕ a1,2,...,nx1x2 . . . xn,

де aj1,j2,...,jk (0 ≤ k ≤ n) – фiксованi коефiцiєнти 0 або 1. У випадку
n = 0 полiном Жегалкiна є константою 0 або 1. Полiном Жегалкiна
розглядають як суму за операцiєю ≪⊕≫ кон’юнктiв вигляду xj1xj2 . . . xjk
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– такий кон’юнкт входить до полiнома, якщо aj1,j2,...,jk = 1, i не вхо-
дить, якщо aj1,j2,...,jk = 0; коефiцiєнту a вiдповiдає порожнiй кон’юнкт
1. Також полiном Жегалкiна розглядають як полiном у комутативному
кiльцi ⟨{0, 1},⊕,∧⟩: 1) операцiю ≪∧≫ позначають через ≪·≫, як прийнято
в теорiї кiлець, i, зазвичай, опускають; 2) прiоритет операцiї ≪·≫ вважа-
ють вищим за прiоритет операцiї ≪⊕≫, як прийнято в теорiї кiлець; 3)
дужки опускають з урахуванням асоцiативностi операцiй ≪⊕≫, ≪·≫ та
прiоритету операцiй. Булеву функцiю f (n) називають лiнiйною, якщо її
полiном Жегалкiна мiстить лише кон’юнкти не бiльше нiж з однiєю змiн-
ною: f (n)(x1, x2, . . . , xn) = a⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ . . .⊕ anxn. Множину лiнiйних
функцiй позначають через L.

Критерiй повноти (теорема Поста): клас булевих функцiй K ⊂ P2

є функцiонально повним тодi i тiльки тодi, коли K не є пiдмножиною
жодного iз п’яти класiв T0, T1, M , S, L.

Лема про функцiю, що не зберiгає константу. Якщо f ∈ T1 \ T0, то
1 ∈ [{f}], тобто константу 1 можна реалiзувати формулою, що мiстить
лише функцiю f . Якщо f ∈ T0\T1, то 0 ∈ [{f}], тобто константу 0 можна
реалiзувати формулою, що мiстить лише функцiю f . Якщо f /∈ T0 та
f /∈ T1, то x̄ ∈ [{f}], тобто функцiю x̄ можна реалiзувати формулою, що
мiстить лише функцiю f .

Лема про немонотонну функцiю. Якщо f /∈ M , то x̄ ∈ [{f, 0, 1}].
Лема про несамодвоїсту функцiю. Якщо f /∈ S, то 0, 1 ∈ [{f, x̄}].
Лема про нелiнiйну функцiю. Якщо f /∈ L, то x ∧ y ∈ [{f, x̄, 0}].
Доведення вказаних лем конструктивне та використовується для

розв’язання задач 11.13, 11.14, 11.17, 11.21 та 11.22.

11.2. Задачi
№ 11.1. 1. Побудувати таблицi iстинностi для стрiлки Пiрса ≪↓≫ та
штриха Шеффера ≪|≫.
2. Виразити x ∧ y, x ∨ y та x̄ за допомогою: 1) ≪↓≫; 2) ≪|≫.

№ 11.2. Побудувати множину всiх функцiй арностi не бiльше 2, якi на-
лежать замиканню заданого набору: 1) {x̄}; 2) {x1 ⊕ x2}; 3) {0, x̄}; 4)
{x1 ∧ x2}.
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№ 11.3. Знайти замикання набору функцiй: 1) {x̄}; 2) {x̄, 0}; 3) {∨}; 4)
{∧,∨, x̄}.

№ 11.4. Довести, що f ∈ [K] шляхом зображення f формулою над K:
1) f(x) = x̄, K = {0, x1 → x2};
2) f(x1, x2) = x1 ⊕ x2, K = {x1 ↓ x2};
3) f(x) = x, K = {x1 ⊕ x2};
4) f(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2 ⊕ x3, K = {x1 ↔ x2};
5) f(x1, x2) = x1 ∨ x2, K = {x1 → x2}.

№ 11.5. Чи є функцiонально замкненим набiр: 1) {0, 1}; 2) {x̄}; 3) {x, x̄};
4) {1, x̄}; 5) {x1 ∧ . . . ∧ xn | n > 1}?

№ 11.6. Довести функцiональну повноту заданого набору без викори-
стання теореми Поста: 1) {∧,∨, x̄}; 2) {∧,⊕, 1}; 3) {→, x̄}.

№ 11.7. Довести функцiональну повноту набору K шляхом зображе-
ння кожної функцiї набору {∧,∨, x̄} або набору {∧,⊕, 1} (див. пп. 1–2
задачi 11.6) через функцiї набору K:
1) K = {x1 ↓ x2};
2) K = {(x1 ∧ x2)⊕ x3, (x1 ↔ x2)⊕ x3};
3) K = {x1 → x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
4) K = {x1 → x2, f = (0101.1110)};
5) K = {0, (x1 ∧ x2) ∨ (x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ x3), 1⊕ x1 ⊕ x2};
6) K = {x1 ↔ x2, x1 ⊕ x2, (x1 ∧ x2)⊕ x3}.

№ 11.8. Записати бездужковим польським записом та оберненим поль-
ським записом такi формули над P2 та числовi формули: 1) (x∧y)∨(y⊕z);
2) x+ y; 3) x(y − 2); 4) (x+ 5)(y − 1); 5) x2(1 + y)3; 6) e3x−x2 − 1.

№ 11.9. Записати формулу над P2 за її польським записом або оберне-
ним польським записом: 1) ⊕ ⊕ x y z; 2) x y ∨ z x ↓ ∧.

№ 11.10. Чи є функцiя самодвоїстою?
1) x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x1

1;
2) x1 ∨ x2;
3) x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ 1;
4) (x ∨ ȳ ∨ z)t ∨ xȳz;

5) (x ∨ ȳ ∨ z)t ∨ xyz;
6) x1 → x2;
7) x1 ⊕ x2;
8) x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1 ⊕ x2 ⊕ x3.

1тут i надалi знак операцiї ≪∧≫ опускаємо
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№ 11.11. Знайти двоїсту функцiю f ∗, якщо функцiя f задана своїм ве-
ктором значень: 1) (1101); 2) (0101 1010); 3) (1001 0110).

№ 11.12. Чи є функцiя, що задана своїм вектором значень, самодво-
їстою?
1) (1010);
2) (1001);
3) (1001 0110);
4) (0110 0110);

5) (0111 0001);
6) (0100 1101);
7) (1100 1001 0110 1100);
8) (1110 0111 0001 1000).

№ 11.13. Довести несамодвоїстiсть функцiї f . Згiдно з лемою про не-
самодвоїсту функцiю записати константи 0 та 1 формулами, що мiстять
лише функцiї f та x̄.
1) x1 ∧ x2 ∧ x3;
2) (x1 ∧ x̄2) ∨ x3;

3) ((x1 ∧ x̄2) → (x2 ∧ x3))⊕ x1;
4) (x1 ∧ x2)⊕ (x2 ∧ x3 ∧ x4).

№ 11.14. Розв’язати задачу 11.13 для всiх несамодвоїстих функцiй за-
дачi 11.12.

№ 11.15. Побудувати полiном Жегалкiна для функцiї:
1) x ∨ y;
2) x̄;
3) x → y;
4) x ↔ y;

5) x → (y → z);
6) x̄ ∨ y ∨ z̄;
7) (x̄ ∨ ȳ) → z;
8) (x̄ ↔ ȳ)⊕ (x̄ ∨ z);

9) (x ∨ y) ∧ z̄;
10) (x̄ → ȳ) ∧ z̄;
11) ((x ↔ y) ↔ z) ↔ t.

Якi функцiї є лiнiйними?

№ 11.16. Побудувати полiном Жегалкiна для функцiї, що задана фор-
мулою або своїм вектором значень:
1) x → y ⊕ x̄y;
2) xȳ(x ↔ y);
3) xy ∨ x̄ȳ ∨ z;
4) (xy ∨ x̄ȳ)z ∨ z̄(xȳ ∨ x̄y);
5) ((x → y)(y → x)) ↔ z;
6) xyz̄ ∨ xȳ;

7) (1101);
8) (1001 0110);
9) (1010 0101);
10) (1010 0110);
11) (1100 1001 0110 1001);
12) (1001 0110 0110 1001).

Якi функцiї є лiнiйними?
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№ 11.17. Довести нелiнiйнiсть функцiї f . Згiдно з лемою про нелiнiйну
функцiю записати x∧ y формулою, що мiстить лише функцiї f , x̄ та 0.
1) 1⊕ x1 ⊕ x1x2;
2) x1 ⊕ x2 ⊕ x1x2;
3) 1⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1x2x3;
4) 1⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x1x2x3 ⊕ x1x2x4 ⊕ x1x2x3x4.

№ 11.18. Чи є функцiя, що задана своїм вектором значень, монотонною?
1) (0110);
2) (0011 0111);
3) (0101 0111);
4) (0110 0110);

5) (0001 0111);
6) (0101 0011);
7) (0010 0011 0111 1111);
8) (0001 0101 0111 0111).

№ 11.19. Чи є функцiя монотонною? У випадку немонотонностi вказати
два набори змiнних, якi доводять немонотоннiсть.
1) (x1 ⊕ x2) ∧ (x1 ↔ x2);
2) x1 → (x2 → x1);
3) x1 → (x1 → x2);
4) x1x̄2x̄3 ∨ x1x̄2x3 ∨ x1x2x̄3 ∨ x1x2x3 ∨ x̄1x2x3;
5) x1x̄2x̄3 ∨ x̄1x2x3 ∨ x1x2x̄3 ∨ x1x2x3 ∨ x̄1x̄2x3;
6) (x1 ⊕ x2)x1x2;
7) x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1;
8) x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1 ⊕ x1.

№ 11.20. Довести немонотоннiсть функцiї, вказати два сусiднi набори
змiнних, якi доводять немонотоннiсть.
1) x1x2x3 ∨ x̄1x2;
2) x1 ⊕ x2 ⊕ x3;

3) x1x2 ⊕ x3;
4) x1 ∨ x2x̄3;

5) x1x3 ⊕ x2x4;
6) (x1x2x4 → x2x3)⊕x4.

№ 11.21. Довести немонотоннiсть функцiї f . Згiдно з лемою про немоно-
тонну функцiю записати x̄ формулою, що мiстить лише функцiї f , 0 та 1.
1) x1 ⊕ x2;
2) x1 ∨ x̄2;

3) x̄1 ∧ x̄2 ∧ x3;
4) x1x2x3 ∨ x̄1x2;

5) x1x3 ⊕ x2x4;
6) (x1x2x4 → x2x3)⊕x4.

№ 11.22. Розв’язати задачу 11.21 для всiх немонотонних функцiй зада-
чi 11.18.

№ 11.23. Нехай f – довiльна функцiя, яка не є константою. Довести,
що тотожна функцiя x ∈ [{f}].
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№ 11.24. 1. Визначити n, за яких наступнi n-арнi функцiї є самодво-
їстими:

f1 = x1 ⊕ . . .⊕ xn; f2 =
⊕

16i<j6n

(xi ∧ xj); f3 =
∨

16i<j6n

(xi ∧ xj);

f4 = (x1 ∨ x2)⊕ (x2 ∨ x3)⊕ . . .⊕ (xn−1 ∨ xn)⊕ (xn ∨ x1)
(для функцiї f1 вважаємо n > 1, для iнших n > 2).
2. За яких n функцiї f1, f2 належать множинi T0 \ T1?
3. За яких n функцiї f1, f2 є монотонними?

№ 11.25. Класом функцiй, двоїстим до класу K ⊂ P2, називають клас
K∗ = {f ∗ | f ∈ K}. Знайти T ∗

0 , T ∗
1 , M∗, S∗, L∗.

№ 11.26. Нехай f ∈ M та f̄ ∈ M . Довести, що f є константою.

№ 11.27. 1. Скiльки iснує булевих функцiй n змiнних?
2. Скiльки iснує булевих функцiй n змiнних класу T0?
3. Скiльки iснує булевих функцiй n змiнних класу T1?
4. Скiльки iснує булевих функцiй n змiнних класу S?
5. Скiльки iснує булевих функцiй n змiнних класу L?

№ 11.28. 1. Знайти всi самодвоїстi функцiї двох змiнних. Якi з них сут-
тєво залежать вiд обох змiнних?
2. Знайти всi самодвоїстi функцiї трьох змiнних.
3. Знайти всi лiнiйнi функцiї двох змiнних.

№ 11.29. Базисом замкненої множини K ⊂ P2 називають множину K0 ⊂
K таку, що [K0] = K та [K1] $ K для жодної K1 ⊂ K0.
1. Довести, що функцiя 1⊕ x⊕ y ⊕ z утворює базис множини L ∩ S.
2. Довести, що множина {0, 1, x ∧ y, x ∨ y} утворює базис множини M .
Вказiвка: довести, що функцiя є монотонною тодi i тiльки тодi, коли
жодна її проста iмплiканта не мiстить доповнення.
3. Довести, що функцiя m(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z) утворює
базис множини S ∩M .

№ 11.30. Чи належить функцiя f замиканню [K]?
1) f(x) = x̄, K = {∨,→};
2) f(x, y) = x ↔ y, K = {∨,⊕};

3) f(x, y) = x ∧ y, K = {→}.
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№ 11.31. Дослiдити набiр функцiй на функцiональну повноту за допо-
могою теореми Поста:
1) {↓};
2) {∧,⊕, 1};
3) {x ∨ y, x ↔ y};
4) {x ∧ ȳ, 1⊕ x⊕ y, (x ∧ y)⊕ z̄};
5) {(x̄⊕ (y ∧ z)) ↔ (x ∨ z), x ∧ y};
6) {(x ↔ y)⊕ z, x ∧ y};
7) {z̄ → (x̄ ∨ y), (x̄ ↔ y) ∧ (x̄⊕ z), x̄⊕ ȳ ⊕ z};
8) {x ∧ y, x ∨ y, x⊕ y, (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)}.

№ 11.32. Дослiдити набiр функцiй, що заданi своїми векторами значень,
на функцiональну повноту за допомогою теореми Поста:
1) {f1 = (0110), f2 = (1100 0011), f3 = (1001 0110)};
2) {f1 = (0111), f2 = (0101 1010), f3 = (0111 1110)};
3) {f1 = (0111), f2 = (1001 0110)};
4) {f1 = (0101), f2 = (1110 1000), f3 = (0110 1001)}.

№ 11.33. Дослiдити множину функцiй на функцiональну повноту:
1) (S ∩M) ∪ (L \M);
2) (L ∩ T1 ∩ T0) ∪ S \ (T0 ∪ T1);

3) (L ∩ T1) ∪ (S ∩M);
4) (L ∩ T1) ∪ (S \ T0).
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Роздiл 12

Вiдповiдi та вказiвки

Алгебра висловлень

1.2
A ¬A
0 1
1 0

A B A ∨B A ∧B A → B A ↔ B A⊕B
0 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 0

1.3
A B C A1 A2 A9

0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

A3, . . . ,A8,A10, . . . ,A12 аналогiчно. 1.4 1) Не спрощується, всi суттєвi; 2)
x, суттєвий аргумент x; 3) 1, нема суттєвих. 1.7 1)–3), 6)–7) Нi; 4)–5),
8) так. 1.8 1. Вiрно. 2. Невiрно. 3. Вiрно. 4. Невiрно. 1.9 Сумiснi. 1.11
1) A ∨ (B ∧ C); 2) A ∧ B ∧ (C ∨D); 3) A ∨ ¬B ∨ C; 4) (C ∧ (A ∨ ¬B)) ∨
(¬C ∧A)∨ ((C ∨¬B)∧¬C); 5) (B ∧C)∨ (A∧¬B ∧C)∨ (¬A∧¬B ∧C); 6)
(A∨B∨C∨D)∧(A∨B∨D)∧(A∨C); 7) A∨((A∨¬B)∧(B∨¬C))∨¬B∨C;
8) (A∧ ((B∧ (A∨¬B)∧¬A)∨ (B∧C)))∨ (¬B∧ ((B∧¬C)∨ (¬A∧¬C)))∨
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(B∧C∧((A∧¬C)∨¬A)); 9) ¬A∨C∨(¬B∧(A∨B∨¬C)). 1.12 4) A∨¬B;
5) A; 6) A∨ (C ∧ (B ∨D)); 7) A∨¬B ∨C; 8) (B ∧C)∨ (¬A∧¬B ∧¬C); 9)
¬A∨¬B ∨C. 1.13 13. 1.14 (A∧B)∨ (A∧C)∨ (B ∧C). 1.15 A⊕B ⊕C.

Алгебра множин
2.1 Нi. 2.5 Не мають: 7–9) наприклад, A = {1}, B = {2}, C = {1, 2};

8–10) наприклад, A = {1}, B = {2}, C = ∅. 2.7 (B \ (A ∪ C)) ∪ (C \ B).
2.10

∪
k>3

[1
2
+ 1

k
; 1) /∈ S,

∩
k>3

[0; 1
2
+ 1

k
) /∈ S. 2.11 1) [max(m,n);m + n]; 2)

[0;min(m,n)]; 3) [0;n]; 4) усi цiлi числа з вiдрiзку [|m−n|;m+n] однакової
парностi з m+n. 2.12 {2k+1 | k = 1, . . . , 9}. 2.13 1) A∪B = A △ B △ (A∩
B), A\B = A △ (A∩B); 2) A∩B = A △ B △ (A∪B), A\B = (A∪B) △ B; 3)
A∩B = A\(A\B), A∪B = A △ B △ (A\(A\B)). 2.14 1) Для A = B = {a}
не можна отримати A \B = ∅; 2) вказiвка: для A = {a}, B = {b} можна
отримати лише A, B, ∅, а A∪B отримати не можна. 2.15 5. 2.16 2) Нi; 3)
так. 2.17 X = A △ B. 2.18 Вказiвка: використати 2.9, п. 1 та 2.17. 1) При
B ⊂ A ⊂ C X = B∪(C\A), iнакше розв’язкiв не iснує; 2) при B ⊂ A ⊂ Cc

X = (A\B)∪C, iнакше розв’язкiв не iснує; 3) при B ⊂ A ⊂ C X = C \B,
iнакше розв’язкiв не iснує; 4) при C ⊂ A ⊂ B X = A, iнакше розв’язкiв
не iснує; 5) при C ⊂ A ⊂ B X = A, iнакше розв’язкiв не iснує; 6) при
B∪C ⊂ Ac B∪C ⊂ X ⊂ Ac, iнакше розв’язкiв не iснує; 7) при A∩C = ∅,
B = U C ⊂ X ⊂ A ∪ C, iнакше розв’язкiв не iснує. 2.19 A = {a},
B = {b}, f : (x, y) 7→ (y, x); A = {a}, B = {b}, C = {c}. 2.22 Рiвнiсть при
(A = C)∨ (B = D)∨ ((A ⊂ C)∧ (B ⊂ D))∨ ((C ⊂ A)∧ (D ⊂ B)). 2.24 Нi.
Вказiвка: кожнiй множинi A спiвставити послiдовнiсть 0, α1α2 . . . αn . . .,
де αk = 1, якщо k ∈ A, iнакше – αk = 0; для iррацiональних чисел з (0, 1)
не iснує вiдповiдної множини.

Елементи теорiї вiдношень
3.1 1) N, N, R2, R1, N2, N2; 2) N, N, R1, R2, N2, N2; 3) R, R, R, R2, R2, R2;

4) R, R, {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, 2y > 3x}, {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, 4x > 9y},
R2, R2; 5) [−π

2
; π
2
], [−1; π

2
], {(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, x > sin y}, {(x, y) | x ∈ R,

y ∈ R, y > sin (sin x)}, [−π
2
; π
2
] × [−π

2
; π
2
], [−1; π

2
] × [−1; π

2
]. 3.2 9) Строге

вкладення R1 = {(1, 1)}, R2 = {(0, 1)}, S = {(1, 0), (1, 1)}; 10) строге вкла-
дення R1 = {(1, 1)}, R2 = {(1, 0)}, S = {(0, 1), (1, 1)}. 3.4 1) I{1,2,3,4,5}; 2) R.
3.5 1) (xRy) ⇔ (x = y); 2) (xRy) ⇔ (|x−y| 6 1); 3) (xRy) ⇔ (x 6 y 6 x2);
4) (xRy) ⇔ (x 6 y); 5) (xRy) ⇔ (x < y); 6) (xRy) ⇔ (x > 0, y > 0).
3.7 (xR1y) ⇔ (x < y), R2 = R−1

1 . 3.10 Для R1 = {(1, 2)}, R2 = {(2, 3)}
R1 ∪ R2 не транзитивне; для R1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)},
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R2 = {(1, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)} R1 ◦ R2 не транзитивне. 3.12 1)
Не рефлексивне, не антирефлексивне, не симетричне, антисиметричне,
не транзитивне; 2) не рефлексивне, антирефлексивне, симетричне,
не антисиметричне, не транзитивне; 3) рефлексивне, не антирефле-
ксивне, не симетричне, не антисиметричне, транзитивне. 3.13 1)
Рефлексивне, не антирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, не
транзитивне; 2) не рефлексивне, не антирефлексивне, симетричне, не
антисиметричне, не транзитивне; 3) не рефлексивне, антирефлексивне,
не симетричне, антисиметричне, транзитивне; 4) не рефлексивне, не
антирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, не транзитивне; 5)
рефлексивне, не антирефлексивне, не симетричне, не антисиметричне,
транзитивне; 6) не рефлексивне, антирефлексивне, не симетричне,
антисиметричне, транзитивне; 7) не рефлексивне, антирефлексивне,
не симетричне, антисиметричне, транзитивне; 8) рефлексивне, не
антирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, транзитивне; 9)
не рефлексивне, не антирефлексивне, не симетричне, не антисиме-
тричне, не транзитивне; 10) не рефлексивне, не антирефлексивне,
симетричне, не антисиметричне, не транзитивне; 11) не рефлексивне,
не антирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, транзитивне;
12) не рефлексивне, не антирефлексивне, симетричне, не антисиме-
тричне, не транзитивне. 3.14 1) Рефлексивне, не антирефлексивне,
симетричне, не антисиметричне, не транзитивне; 2) рефлексивне, не
антирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, не транзитивне; 3)
рефлексивне (вважаємо l ∥ l), не антирефлексивне, симетричне, не
антисиметричне, транзитивне; 4) не рефлексивне, антирефлексивне,
симетричне, не антисиметричне, не транзитивне; 5) не рефлексивне, ан-
тирефлексивне, симетричне, не антисиметричне, не транзитивне. 3.15 1)
{(a1, a1), (a1, a2), (a1, a3), (a2, a1), (a2, a2), (a2, a3), (a3, a1), (a3, a2), (a3, a3)};
2) {(a1, a2), (a1, a3), (a2, a1), (a2, a2), (a3, a2), (a3, a3)}; 3) {(a1, a2), (a1, a3),
(a2, a3)}. 3.16 1) {(a1, a1), (a1, a2), (a1, a3), (a1, a4), (a2, a1), (a2, a2), (a2, a3),
(a2, a4),(a3, a1),(a3, a2),(a3, a3),(a3, a4)}; 2) {(a1, a2),(a1, a3),(a1, a4),(a2, a2),
(a2, a3),(a2, a4),(a3, a2),(a3, a3),(a3, a4),(a4, a2),(a4, a3),(a4, a4)}; 3) {(a1,a3),
(a1, a4),(a2, a3),(a2, a4),(a3, a3),(a3, a4),(a4, a3),(a4, a4)}; 4) {(a1, a2), (a1, a3),
(a1, a4), (a2, a3), (a2, a4), (a3, a4)}. 3.17 1) {(a1, a2), (a1, a3), (a1, a4), (a1, a5),
(a2, a3), (a2, a4), (a2, a5), (a3, a3), (a3, a4), (a3, a5), (a4, a3), (a4, a4), (a4, a5),
(a5, a3),(a5, a4),(a5, a5)}; 2) {(a1, a1),(a1, a2),(a2, a1),(a2, a2),(a3, a3),(a3, a4),

85



Роздiл 12. Вiдповiдi та вказiвки

(a3, a5),(a4, a3),(a4, a4),(a4, a5),(a5, a3),(a5, a4),(a5, a5)}; 3) {(a1, a2),(a1, a3),
(a1, a4), (a1, a5), (a2, a2), (a2, a3), (a2, a4), (a2, a5), (a3, a2), (a3, a3), (a3, a4),
(a3, a5), (a4, a2), (a4, a3), (a4, a4), (a4, a5)}. 3.18 1) {(n,m) | n ∈ N, m ∈ N,
m > n}; 2) {(n,m) | n ∈ N,m ∈ N,m > n}; 3) {(n,m) | n ∈ N, m ∈ N,
m 6 n}; 4) 1) {(n,m) | n ∈ N,m ∈ N,m < n}; 5) {(x, y) | (x2 + y2 = 1)∨
(|x| = |y| 6 1)}; 6) {(x, y) | |x| 6 1, |y| 6 1}. 3.19 1) Cюр’єктивне,
не iн’єктивне, не функцiональне, не вiдображення; 2) не сюр’єктивне,
iн’єктивне, не функцiональне, не вiдображення; 3) не сюр’єктивне, не
iн’єктивне, функцiональне, вiдображення; 4) сюр’єктивне, iн’єктивне,
функцiональне, вiдображення. 3.20 1) Не сюр’єктивне, не iн’єктивне;
2) сюр’єктивне, не iн’єктивне; 3) бiєктивне; 4) бiєктивне. 3.21 1), 4) Нi;
2)–3) так. 3.23 3) ε(x) = {x}, якщо x ∈ (−∞;−2)∪ (2;∞), ε(x) = {−2, 1},
якщо x = −2, ε(x) = {−1, 2}, якщо x = 2; ε(x) = {y1, y2, y3}, де y1, y2, y3 –
коренi рiвняння y3− 3y− (x3− 3x) = 0, якщо x ∈ (−2; 2); f ′(A/R) = f(x),
де x довiльний елемент A/R; 4) ε(a1) = {a1}, ε(a2) = ε(a5) = {a2, a5},
ε(a3) = ε(a4) = {a3, a4}, ε(a6) = {a6}; f ′({a1}) = b5, f ′({a2, a5}) = b4,
f ′({a3, a4}) = b2, f ′({a6}) = b3. 3.24 1) Aα = [α;α + 1), α ∈ R; 2) Aα =
{(−1)n arcsinα+ πn, n ∈ Z}, α ∈ [−1; 1]. 3.25 1) A0 = {(0, 0)}, Aα = {x2

1+
x2
2 = α}, α > 0; 2) A0 = {(x1 = 0) ∨ (x2 = 0)}, Aα = {x2 = ± α

x1
}, α > 0; 3)

A0 = {(0, 0)}, Aα = {|x1|+ |x2| = α}, α > 0; 4) A0 = {(x1 = 1)∨ (x2 = 0)},
Aα = {x2 = α

(x1−1)2
}, α ̸= 0; 5) A0 = {(x1 = 0) ∨ (x2 = −1)}, Aα = {x2 =

3

√
α
x1
−1}, α ̸= 0. 3.26 Вказiвка: використовуючи логiчну еквiвалентнiсть

((x1, x2) ∈ Aα) ⇔ (f(x1, x2) = α), виразити значення α = f(x1, x2) iз умо-
ви (x1, x2) ∈ Aα. 1) Так, f(x1, x2) = x2−x1; 2) так, f(x1, x2) = x2−x2

1; 3) нi.
3.27 1) {{1}, {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17, 19}, {6, 10, 12, 14, 15, 18, 20}};
2) {{1}, {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}, {4, 9}, {6, 8, 10, 14, 15}, {16, 18}, {12, 20}}.

Елементи комбiнаторики
4.1 1) 350; 2) 60. 4.2 1) 1885; 2) 2254; 3) 1665. 4.3 1) 1350; 2) 1290;

3) 1350; 4) 1590; 5) 720; 6) 900; 7) 300; 8) 180; 9) 600; 10) 420; 11) 310.
4.4 1) 2125; 2) 1900; 3) 2125; 4) 2325; 5) 1225; 6) 1200; 7) 450; 8) 300;
9) 900; 10) 625. 4.5 1) 196920; 2) 9810240; 3) 1306800; 4) 876148. 4.6 1)
255025; 2) 13184161; 3) 1742400. 4.7 8!. 4.8 1) C2

n; 2) C3
n. 4.9 1) C4

n; 2)
0. 4.10 1

2
mn(m + n − 2). 4.11 1) 0; 2) 3 способа вибрати рiвностороннiй

та 6 способiв вибрати рiвнобедрений, але не рiвностороннiй; 3) 0, якщо
n ̸= 3k; k способiв вибрати рiвностороннiй та n([n−1

2
]−1) способiв вибрати
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рiвнобедрений, але не рiвностороннiй, якщо n = 3k. 4.12 n(n−3)
2

. 4.13 3n.
4.14 Перша цифра може бути нулем: 1) 5040; 2) 4320; 3) 360; 4) 10; 5)
270; 6) 630; 7) 4320; 8) 4096; 9) 100; 10) 210; 11) 715. Перша цифра не
може бути нулем – аналогiчно. 4.15 Перша цифра може бути нулем: 1)
90720; 2) 226800; 3) 80640; 4) 201600. Перша цифра не може бути нулем
– аналогiчно. 4.16 Перша цифра може бути нулем: 1) 63; 2) 1701. Перша
цифра не може бути нулем – аналогiчно. 4.17 Бiльше тих, що не мiстять
2. 4.18 1) 96; 2) 170016; 3) 2599920; 4) 6676992; 5) 54870480. 4.19 1. nm.

2. 0 при m > n, Pm
n при m 6 n. 3. 0 при m < n,

n−1∑
k=0

(−1)kCk
n(n− k)m при

m > n (вказiвка: використати формулу включень i виключень). 4.20 1)
25920; 2) 21600; 3) 6n(n−5)·(n−4)!; 4) 6(n−4)·(n−3)!. 4.21 1) n·k!(n−k)!;
2) n · k! (n+m−k)!

m!
. 4.22 Cm

n+1 при m 6 n+ 1, 0 при m > n+ 1. 4.23 151200.
4.24 2520. 4.25 10! · 33!. 4.26 10!− 1. 4.27 1. 32!

10!10!10!2!
. 2. 3·28!

6!10!10!2!
. 3. 24·28!

9!9!9!
.

4. 63
3596

, 50
899

. 4.28 1. 184756. 2. 91520. 3. 16016. 4. 77220. 5. 160
323

, 28
323

, 135
323

. 4.29
1) 2072; 2) 10017. 4.30 670. 4.31 28. 4.32 1) 51; 2) 96. 4.33 1) 36; 2) 15;
3) 17; 4) 5. 4.34 Вказiвка: використати формулу включень i виключень.

1) F (n) = n!
n∑

m=0

(−1)m

m!
; 2) n!− F (n); 3) Ck

nF (n− k). 4.35 Вибрати по два

черевики: 1) (2n)!
2n

; 2) (n!)2; 3) n!. Вибрати та одягти два черевики: 1) (2n)!;
2) 2n(n!)2; 3) 2n · n!. 4.36 1) (1 +m)n; 2) mn; 3) m(m− 1) · . . . · (m− n+1)
при m > n, 0 при m < n; 4) див. п. 3 задачi 4.19. 4.37 1) 2n

2−n; 2) 2n
2−n;

3) 2n(n+1)/2; 4) 2n3n(n−1)/2.
4.44 1) 18720; 2) 1105397280; 3) −4435236, 8414685, −5266100; 4)

295245. 4.45 n = 2k − 1, k ∈ N.
Елементи теорiї графiв
5.1 1) Рис. 12.1; 2) рис. 12.2–12.3; 3) рис. 12.4–12.7. 5.2 Нi. 5.3

Рис. 12.8. 5.4 1) Напiвейлерiв, наприклад, v3v1v2v8v3v7v6v5v4v8v5; 2) нi ей-
лерiв, нi напiвейлерiв; 3) напiвейлерiв, наприклад, v2v1v3v5v1v4v2v3v6v2v5
v4v6v5; 4) нi ейлерiв, нi напiвейлерiв; 5) ейлерiв, наприклад, v1v2v3v5v7v6
v4v1v7v2v6v3v4v5v1; 6) ейлерiв, наприклад, v1v2v9v3v4v9v5v6v9v7v9v9v1; 7)
ейлерiв, наприклад, v1v2v9v3v4v9v5v6v9v7v9v9v1; 8) ейлерiв, наприклад, v1v4
v3v7v1v6v4v2v3v5v7v8v6v2v5v8v1. 5.5 1) Гамiльтонiв, v1v2v8v4v5v6v7v3v1 з то-
чнiстю до першої та останньої вершини та напрямку руху; 2) гамiльтонiв,
наприклад, v1v4v5v2v3v7v6v1; 3) гамiльтонiв, наприклад, v1v2v3v6v5v4v1; 4)
гамiльтонiв, наприклад, v3v2v4v1v6v8v5v7v3; 5) гамiльтонiв, наприклад,
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Рис. 12.1 Рис. 12.2 Рис. 12.3

Рис. 12.4 Рис. 12.5 Рис. 12.6

Рис. 12.7

V4

V1
V3

2V

V1

V2

V3

V4

Рис. 12.8

v1v7v2v6v3v4v5v1; 6) гамiльтонiв, наприклад, v1v2v4v5v7v6v3v1; 7) нi гамiль-
тонiв, нi напiвгамiльтонiв; 8) гамiльтонiв, наприклад, v1v4v3v7v5v2v6v8v1.
5.6 1. Вказiвка: для графа K5 застосувати наслiдок з формули Ейлера,
для графа K3,3 – наслiдок з формули Ейлера для дводольних графiв;
2. Непланарний, мiстить граф, гомеоморфний K3,3, долi {v1, v5, v7} та
{v3, v4, v6}; непланарний, мiстить граф, гомеоморфний K3,3, долi (з ура-
хуванням гомеоморфiзму) {v2, v4, v5} та {v1, v3, v8}; непланарний, мiстить
граф, гомеоморфний K5, що визначається вершинами {v2, v3, v4, v7, v8};
планарний (плоский); планарний; непланарний, мiстить граф, гомеомор-
фний K3,3, долi (з урахуванням гомеоморфiзму) {v2, v9, v10} та {v1, v3, v7}.
5.7 Нi ейлерiв, нi напiвейлерiв, не гамiльтонiв, напiвгамiльтонiв, не дво-
дольний. 5.8 Нi. 5.9 24. 5.10 Рис. 12.9–12.15, G∗∗ аналогiчно. 5.11 1) 3; 2)
3, 4, 2; 3) 4, 4, 3. 5.12 1) Рис. 12.16; 2) рис. 12.17. 5.13 1) Два мiнiмальнi
остовнi дерева рис. 12.18–12.19; 2) одне з мiнiмальних остовних дерев,
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Рис. 12.9 Рис. 12.10
Рис. 12.11

Рис. 12.12
Рис. 12.13

Рис. 12.14

Рис. 12.15

V9

V8

V1

V3

V4

V10

2V

V5

V

V

6

7

Рис. 12.16

V9

V8

V1

V5

V4 V10

2V

V7

VV 63

Рис. 12.17
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V5

V4

V1

V3

V7

2V

V8

V6

Рис. 12.18

V5

V4

V1

V3

V7

2V

V8

V6

Рис. 12.19

V5

V4

V1

V32V

V8

V7

V V9 6

Рис. 12.20

V11

V10

V

1

V43V

V 6V

5 8

V V9 12

7

2

V

V V

Рис. 12.21

V8

V9

V

6

V21V

V

5

V7

3

4

V

V

Рис. 12.22

наприклад, рис. 12.20; 3) одне з мiнiмальних остовних дерев, наприклад,
рис. 12.21; 4) рис. 12.22.

5.14 1.
(
v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
2 3 1 3 5 3 4

)
,

(
v2 v3 v4 v5 v6 v7
1 2 4 1 5 11

)
.

2.



0 2 6 6 4 1 4
∞ 0 4 5 6 ∞ 7
∞ ∞ 0 1 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ 3 0 ∞ 1
∞ ∞ ∞ 5 ∞ 0 3
∞ ∞ ∞ 2 ∞ ∞ 0


,


0 2 6 5 10 9
2 0 4 5 10 9
−2 0 0 1 6 5
−3 −1 3 0 5 4
6 8 8 9 0 −1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 0

.

5.16 1. Пiсля додавання вершини з ключем 11 див. рис. 12.23; iншi –
аналогiчно. 2. Пiсля видалення вершини з ключем 3 див. рис. 12.24; з
ключем 8 – див. рис. 12.25 або рис. 12.26; iншi – аналогiчно. 5.17 1)
Наприклад, рис. 12.27; 2) наприклад, рис. 12.28.
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Рис. 12.23

Рис. 12.24

Рис. 12.25
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Рис. 12.26

Рис. 12.27

Рис. 12.28

Елементи теорiї груп
6.1 1)–4), 6), 10), 24), 32) Нi; 5), 7)–9), 11)–23), 25)–31), 33)–34) так. 6.2

1)–3) Нi; 4–5) так. 6.4 Так. Так. 6.5 Комутативна пiдгрупа. 6.6 1) Так; 2)
нi. 6.10 1)–2) Група є абелевою. 6.11 1) Так, мономорфiзм, Ker f = {0},
Im f = (0;+∞); 2) так, iзоморфiзм, Ker f = {0}, Im f = (0;+∞). 6.12
Так, Ker f = {2πk | k ∈ Z}, Im f = {|z| = 1}. 6.13 1)–2), 4)–5) Нi; 3) так.
6.16 Клас, породжений елементом I, мiстить лише I; клас, породжений
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елементом −I, мiстить лише −I; всi iншi класи є нескiнченними. Вказiв-
ка: для довiльної матрицi A ∈ SL(2,Z) розглянути спряженi елементи
вiдносно матриць S = ( 0 −1

1 0 ) та T = ( 1 1
0 1 ). 6.19 1. Абелева група, ней-

тральний елемент e, g−1
i = gi, [gi] = {gi, e} (i = 1, 2, 3), не циклiчна. 2.

Вказiвка: група iзоморфна ⟨S3, ◦⟩. 6.20 ⟨Z3,+⟩; ⟨Z4,+⟩ та Z2 × Z2 (див.
п. 1 задачi 6.19); ⟨Z6,+⟩ та ⟨S3, ◦⟩.

◦ ε σ1 σ2 σ3 φ1 φ2

ε ε σ1 σ2 σ3 φ1 φ2

σ1 σ1 ε φ1 φ2 σ2 σ3

σ2 σ2 φ2 ε φ1 σ3 σ1

σ3 σ3 φ1 φ2 ε σ1 σ2

φ1 φ1 σ3 σ1 σ2 φ2 ε
φ2 φ2 σ2 σ3 σ1 ε φ1

Рис. 12.29

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

Рис. 12.30

· 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄
2̄ 2̄ 4̄ 1̄ 3̄
3̄ 3̄ 1̄ 4̄ 2̄
4̄ 4̄ 3̄ 2̄ 1̄

Рис. 12.31

6.22 1) ( 1 2 3 4
3 2 1 4 ), ( 1 2 3 4

1 4 3 2 ); 2) ( 1 2 3 4
4 1 2 3 ), ( 1 2 3 4

2 1 4 3 ); 4) σ−1
1 ◦ σ2 = σ−1

2 ◦ σ1 =
σ−1
1 ◦ σ−1

2 = ( 1 2 3 4
1 4 3 2 ), σ

−1
2 ◦ σ−1

1 = ( 1 2 3 4
3 2 1 4 ). 6.23 1) (1, 2, 3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4),

(1, 8, 4) ◦ (2, 5) ◦ (3, 7) ◦ (6); 2) непарна, парна, парна; 3) 4, 2, 6. 6.24 1)
Нетотожна τ = (1, 2); 2) нетотожнi σ1 = (2, 3), σ2 = (1, 3), σ3 = (1, 2),
φ1 = (1, 2, 3), φ2 = (1, 3, 2). 6.25 1

k
P k
n , C2

n. 6.26 σ1 парна при n = 4k,
n = 4k−3 та непарна при n = 4k−1, n = 4k−2, k ∈ N; |σ1| = 2. σ2 парна
при парних n та непарна при непарних n; |σ2| = 2. σ3 парна при парних
n та непарна при непарних n; |σ3| = 2. σ4 непарна при n = 4k − 1, k ∈ N
та парна при iнших n. 6.27 1) 6; 2) 6; 3) 12; 4) 15. 6.28 1) Рис. 12.29; 2)
ε, φ1, φ2 парнi, σ1, σ2, σ3 непарнi; 3) [σ1] = {σ1, ε}, [σ2] = {σ2, ε}, [σ3] =
{σ3, ε}, [φ1] = [φ2] = {φ1, φ2, ε}, [ε] = {ε}, |σ1| = |σ2| = |σ3| = 2, |ε| = 1,
|φ1| = |φ2| = 3, не циклiчна; 4) {ε}, {σ1, ε}, {σ2, ε}, {σ3, ε}, {φ1, φ2, ε}, S3.
6.29 Для A ∈ M3(R) detA = a11a22a33+ a31a12a23+ a21a32a13− a31a22a13−
a21a12a33 − a11a32a23 (див. задачу 6.28), для iнших аналогiчно. 6.30 1)
{ε}∪{τ}; 2) {ε}∪{φ1, φ2}∪{σ1, σ2, σ3}; 3) {ε}∪{φ1}∪{φ2}; 4) 12 елементiв
розбиваються на 4 класи, обчислення аналогiчне.

6.33 Для ⟨Z4,+⟩, рис. 12.30: 1) |0̄| = 1, |1̄| = |3̄| = 4, |2̄| = 2; 2)
(0̄)−1 = 0̄, (1̄)−1 = 3̄, (2̄)−1 = 2̄, (3̄)−1 = 1̄; 3) [0̄] = {0̄}, [1̄] = [3̄] = Z4,
[2̄] = {0̄, 2̄}; 4) 1̄, 3̄. Для ⟨Z5, ·⟩, рис. 12.31: 1) |1̄| = 1, |2̄| = |3̄| = 4, |4̄| = 2;
2) (1̄)−1 = 1̄, (2̄)−1 = 3̄, (3̄)−1 = 2̄, (4̄)−1 = 4̄; 3) [1̄] = {1̄}, [2̄] = [3̄] = Z5,
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[4̄] = {1̄, 4̄}; 4) 2̄, 3̄. Для iнших груп аналогiчно. 6.34 1) f1(1̄) = 0̄,
f1(2̄) = 1̄, f1(3̄) = 3̄, f1(4̄) = 2̄; f2(1̄) = 0̄, f2(2̄) = 3̄, f2(3̄) = 1̄, f2(4̄) = 2̄;
2–3) аналогiчно; вказiвка: iзоморфiзм переводить твiрну в твiрну. 6.35
1) f0(1̄) = 0̄, Ker f0 = Z4, Im f0 = {0̄}; f3(1̄) = 3̄, Ker f3 = {0̄, 2̄},
Im f3 = {0̄, 3̄}; 2) f0(1̄) = 0̄, Ker f0 = Z10, Im f0 = {0̄}; fk(1̄) = 3k
(k = 1, 2, 3, 4), Ker fk = {0̄, 5̄}, Im fk = {0̄, 3̄, 6̄, 9̄, 12}; 3) fk(m) = km
(m ∈ Z, k = 0, . . . , n − 1); Ker fk = {m | km ···n}, Im fk = {km | m ∈ Z};
4) f0(k̄) = 0 (k = 1, . . . , n − 1), Ker f0 = Zn, Im f0 = {0}; 5) f0(n) = ε
(n ∈ Z), Ker f0 = Z, Im f0 = {ε}; fi(2n) = ε, fi(2n + 1) = σi (i =
1, 2, 3, n ∈ Z), Ker fi = {2n | n ∈ Z}, Im fi = {σi, ε}; f4(3n) = ε,
f4(3n + 1) = φ1, f4(3n + 2) = φ2 (n ∈ Z), Ker f4 = {3n | n ∈ Z},
Im f4 = {φ1, φ2, ε}; f5(3n) = ε, f5(3n + 1) = φ2, f5(3n + 2) = φ1 (n ∈ Z),
Ker f5 = {3n | n ∈ Z}, Im f5 = {φ1, φ2, ε}. 6.38 Для ⟨Z12,+⟩ {0̄}, {0̄, 6̄},
{0̄, 4̄, 8̄}, {0̄, 3̄, 6̄, 9̄}, {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 10}, Z12; для iнших аналогiчно. 6.42 1.
Фактор-група {Aα | α ∈ [0; 1)} (операцiя ≪+≫ переноситься стандартним
чином), класи еквiвалентностi Aα = {α+k | k ∈ Z}. 2. {{a > 0}, {a < 0}}.
3. {Aα | α ∈ R}, Aα = {z ∈ C | Im z = α}. 4. {Aαβ | α, β ∈ [0; 1)},
Aαβ = {(α + m) + (β + n)i | m,n ∈ Z}. 5. {Aα | α ∈ [0, 2π)},
Aα = {z ∈ C∗ | arg z = α}. 6. {Aα | α > 0}, Aα = {z ∈ C∗ | |z| = α}.
7. {Aα | α ∈ [0; π

2
)}, Aα = {z ∈ C∗ | argα ∈ {α + πk

2
| k = 0, 1, 2, 3}}. 8.

{Aα | α ∈ [0; 2π
n
)}, Aα = {z ∈ C∗ | argα ∈ {α + 2πk

n
| k = 0, . . . , n − 1}}. 9.

{Aα | α ̸= 0}, Aα = {A ∈ GL(n,R) | detA = α}. 10. {Aα | α > 0}, Aα =
{A ∈ GL(n,R) | | detA| = α}. 11. H = {0̄, 3̄}, {{0̄, 3̄}, {1̄, 4̄}, {2̄, 5̄}}. 12–13.
Аналогiчно. 14. {{ε, φ1, φ2}, {σ1, σ2, σ3}}. 15. {An, Sn \An}. 16. ⟨Zn,+⟩. 17.
{Acd | c, d ∈ R}, Acd = {a+bi+cj+dk | a, b ∈ R}. 18. {{±1,±i}, {±j,±k}}.
6.43 1. Iзоморфна групi п. 29 задачi 6.1, f : a 7→ {a}. 2. ⟨Z2,+⟩, f({a >
0}) = 0̄, f({a < 0}) = 1̄. 3. ⟨R,+⟩, f : z 7→ Im z. 4. ⟨[0; 1)× [0; 1), ∗⟩,
(a, b) ∗ (c, d) = ({a+ c}, {b+ d}), f : a+ bi 7→ ({a}, {b}). 5. Iзоморфна групi
п. 29 задачi 6.1, f : z 7→ arg z

2π
. 6. ⟨R+, ·⟩, f : z 7→ |z|. 7–8. Iзоморфна гру-

пi п. 29 задачi 6.1. 9. ⟨R∗, ·⟩, f : A 7→ detA. 10. ⟨R+, ·⟩, f : A 7→ | detA|.
11. ⟨Z3,+⟩, f({0̄, 3̄}) = 0̄, f({1̄, 4̄}) = 1̄, f({2̄, 5̄}) = 2̄. 12–13. Аналогi-
чно. 14–15. ⟨Z2,+⟩, f : σ 7→ κ(σ). 16. ⟨Zn,+⟩, f(k) = k mod n. 17. ⟨R2,+⟩,
f : a+ bi+ cj + dk 7→ (c, d). 18. ⟨Z2,+⟩, f({±1,±i}) = 0̄, f({±j,±k}) = 1̄.
6.44 Наприклад, G =

⟨{(
a1 0
b a2

)
| a1a2 ̸= 0

}
, ·
⟩
, f :

(
a1 0
b a2

)
7→

(
a1 0
0 a2

)
.

Елементи теорiї кiлець
7.1 1), 8), 14)–15) Нi; iншi так. 7.2 Всi, крiм 13), 18)–19) комутативнi.
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7.3 4), 23)–24) кiльце без одиницi; 17) мiстить одиницю ( 1 0
0 1 ), якщо R

мiстить одиницю; 2)–3), 5)–12) 1; 13), 16), 18)–19) I; 20), 22) 1 = 1(x);
21) 1̄. 7.5 f :

(
a b
−b a

)
7→ a + bi, f : ( a b

2b a ) 7→ a + b
√
2. 7.6 1) Нi; 2) так. 7.7

n2 = km для деякого k ∈ Z. 7.8 Так. 7.9 Нi. 7.10 c. 7.12 Так. 7.13 1)
{2̄, 4̄, 6̄}; 2) нема; 3) {k̄ | k = 1, . . . , 47, НСД(48, k) > 1}; 4) {k̄ | k = 1, . . .,
n−1, НСД(n, k) > 1}. 7.15 1) Так; 2) нi. 7.16 3) {±1}; 5) R\{0}; 6) C\{0};
10) {±1,±i}; 13) ⟨GL(n,R),+, ·⟩; 20) {±1(x)}; 21) {k̄ | НСД(n, k) = 1};
22) {f ∈ C[a; b] | f(x) ̸= 0}. 7.17 1) {1̄, 5̄}, циклiчна; 2) {1̄, 2̄, 4̄, 5̄, 7̄, 8̄},
циклiчна; 3) {1̄, 5̄, 7̄, 11}, не циклiчна; 4) {1̄, 2̄, 4̄, 7̄, 8̄, 11, 13, 14}, не циклiч-
на. 7.18 Лише тривiальнi iдеали. 7.19 1. {2A∩S | A ∈ S}. 7.20 2. Фактор-
кiльце {Aα | α ∈ R} (операцiї ≪+≫ та ≪·≫ переносяться стандартним
чином), класи еквiвалентностi Aα = {p(x) ∈ R[x] | p(a) = α}. 3. p(·) 7→
p(a). 7.21 2. {Aα | α ∈ C}, Aα = {p(x) ∈ R[x] | p(i) = α}. 3. p(·) 7→ p(i).
7.22 2. {Aα | α ∈ C}, Aα = {p(x) ∈ R[x] | p(−b+i

√
−D

2a
) = α}. 3. p(·) 7→

p(−b+i
√
−D

2a
). 7.23 2. {Aαβ | α, β ∈ R}, Aαβ = {p(x) ∈ R[x] | p(a) = α, p(b) =

β}. 3. p(·) 7→
(

p(a) 0
0 p(b)

)
. 7.24 2. {Aαβ | α, β ∈ R}, Aαβ = {p(x) ∈ R[x] |

p(a) = α, p′(a) = β}. 3. p(·) 7→
(

p(a) p′(a)
0 p(a)

)
. 7.25 1–2) Нi. 7.29 1. R[S2] =

⟨{a1ε+ a2τ | a1, a2 ∈ R},+, ·⟩, де (a1ε + a2τ) + (b1ε + b2τ) = (a1 + b1)ε +
(a2 + b2)τ , (a1ε + a2τ) · (b1ε + b2τ) = (a1b1 + a2b2)ε + (a1b2 + a2b1)τ ; iншi
аналогiчно. 2. (R[S2])

∗ = {a1ε+ a2τ | |a1| ̸= |a2|}; (R[A3])
∗ = {a0ε+ a1φ1+

a2φ2 | (a0 + a1 + a2 ̸= 0) ∧ ¬(a0 = a1 = a2)}.
Частково впорядкованi множини
8.1 4), 5), 7), 9) Нi; 1)–3), 6), 8), 10) так. 8.3 1) Рис. 12.32, 2)–3) анало-

гiчно. 8.4 1) Нескiнченна кiлькiсть непорiвняних мiж собою елементiв;
2) наприклад, ⟨N ∪ {a},6⟩ за умови, що a не порiвняний з жодним на-
туральним числом; 3) наприклад, ЧВМ, дуальна до ЧВМ п. 2; 4) напри-
клад, ⟨Z ∪ {a},6⟩; 5) наприклад, ⟨(0; 1),6⟩; 6) множина з непорiвняних
мiж собою елементiв. 8.5 Для 72 рис. 12.33, для iнших – аналогiчно. 8.7
2. Рис. 12.34. 3. supA = (max(m1, n1),max(m2, n2)), inf A = (min(m1, n1),
min(m2, n2)). 4. {(m1, n1) | (m1−m)(n1−n) < 0}. 5. Вказiвка: ≪смуги≫ п. 4
мають скiнченну ширину. 8.8 1–4. Аналогiчно. 5. Нi.

Решiтки
9.2 Наприклад, ⟨[0; 1],max,min⟩. 9.3 1)–4) Так. 9.5 Для 72 див.

рис. 12.33; елементи 1, 8, 9, 72 мають доповнення 72, 9, 8, 1 вiдповiд-
но; iншi – аналогiчно. 9.6 1. Нi. 2. n = 36 – нi, iншi – так. 3. n = 40 –
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недистрибутивна, немодулярна, не доповнена решiтка; елементи 40, 8, 5,
1 мають доповнення 1, 5, 8, 40 вiдповiдно; для iнших n – аналогiчно. 9.9
1) дистрибутивна; модулярна; обмежена; доповнена тодi й тiльки тодi,
коли n = p1p2 ·. . .·pn, де всi pi – простi числа; 2) дистрибутивна; модуляр-
на; обмежена знизу i необмежена зверху; 3) дистрибутивна; модулярна;
обмежена знизу i необмежена зверху; 4) недистрибутивна; модулярна;
обмежена; доповнена. 9.10 1) Решiтка; недистрибутивна; немодулярна;
не доповнена; пари взаємодоповнених елементiв: a та h, b та e, b та f , c та
g, e та g, f та g; 2) решiтка; недистрибутивна; немодулярна; не доповнена;
пари взаємодоповнених елементiв: a та g, b та c, b та f , c та e, c та f ; для
iнших ЧВМ аналогiчно. 9.11 6. 9.12 Див., наприклад, рис. 12.35. 9.13
1 ⇔ 2 i визначає дистрибутивну решiтку; 1 ̸⇔ 3 (наприклад, N5). 9.14 1.
Нi, не iснує sup{{1}, {2}}. 2. Решiтка; недистрибутивна, немодулярна; не
доповнена; елементи {1, 2, 3, 4}, ∅ мають доповнення ∅, {1, 2, 3, 4} вiдпо-
вiдно. 3. Решiтка; недистрибутивна; немодулярна; не доповнена; допов-

Рис. 12.32

72

24

8

36

1218

4

2

1

69

3

Рис. 12.33

...

(1,4)

(1,3)

(1,2)

(1,1)

(2,2)(3,1)

(2,1)

(2,3)(3,2)(4,1)

(1,5)(2,4)(3,3)(4,2)(5,1)

... ... ... ...

Рис. 12.34
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a

f

b

c d e

g

Рис. 12.35

Рис. 12.36 Рис. 12.37

нення – аналогiчно. 9.18 Решiтка; dimX > 2 – недистрибутивна, dimX =
0, 1 – дистрибутивна; модулярна; доповнена. 9.19 1. ⟨Z18,+⟩: решiтка
пiдгруп iзоморфна решiтцi дiльникiв числа 18, дистрибутивна, моду-
лярна, доповнена; ⟨Z36,+⟩ аналогiчно. 2. ⟨S3, ◦⟩: решiтка пiдгруп (див.
рис. 12.36) – недистрибутивна, модулярна, доповнена; решiтка нормаль-
них дiльникiв(див. рис. 12.37) – дистрибутивна, модулярна, доповне-
на; ⟨S4, ◦⟩, вказiвка: решiтка пiдгруп немодулярна, решiтка нормальних
дiльникiв модулярна.

Булевi алгебри
10.3 1) {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}, атоми {{1}, {2},

{3}}; 2) {∅, {1, 2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4,
5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}, атоми {{1, 2},
{3}, {4}, {5}}; 3) {∅, {1, 5}, {2, 4}, {3}, {1, 2, 4, 5}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3,
4, 5}}, атоми {{1, 5}, {2, 4}, {3}}. 10.4 Не iснує. 10.5 1) x1x2x̄3∨x̄1x3∨x̄2x3;
2) x̄1x̄2x3 ∨ x̄1x2x̄3 ∨ x1x2x3; 3) наприклад, x1x2 ∨ x̄1x̄2 ∨ x̄2x̄3 ∨ x̄1x3; 4)
наприклад, (x̄1∧x̄3)∨(x2∧x̄3)∨(x1∧x̄2)∨(x1∧x3) або x1∨x̄3; 5) наприклад,
x̄1x2x̄3 ∨ x1x̄2; 6) наприклад, x̄1x̄2 ∨ x̄2x3x4 ∨ x1x3x̄4 ∨ x̄1x̄3x̄4 ∨ x1x̄3x4; 7)
наприклад, x̄1x̄3∨x2x̄3. 10.6 1) x̄1∨x̄2∨x3; 2) (x1∨x̄2∨x3)∧(x̄1∨x2∨x̄3); 3)
(x1∨x̄2∨x3)∧(x̄1∨x2∨x̄3); 4) (x1∨x2∨x3∨x4)∧(x̄1∨x̄2∨x̄3∨x̄4); 5) (x1∨x̄2∨
x̄3∨x̄4)∧(x̄1∨x2∨x3∨x̄4)∧(x̄1∨x2∨x̄3∨x4). 10.7 1) x̄1x̄2x̄3∨x̄1x2x̄3∨x1x̄2x̄3∨
x1x2x̄3∨x1x2x3; 2) x̄1x̄2x̄3∨ x̄1x̄2x3∨ x̄1x2x̄3∨x1x̄2x̄3∨x1x2x̄3; 3) x1x̄2x3x̄4∨
x1x2x̄3x̄4∨x1x2x̄3x4∨x1x2x3x̄4; 4) x̄1x̄2x̄3x4∨x̄1x̄2x3x̄4∨x̄1x̄2x3x4∨x̄1x2x3x̄4∨
x1x̄2x̄3x4∨x1x̄2x3x̄4∨x1x̄2x3x4∨x1x2x̄3x̄4∨x1x2x̄3x4∨x1x2x3x̄4∨x1x2x3x4.
10.8 1) (x1∨x2∨x3)(x1∨ x̄2∨x3)(x1∨ x̄2∨ x̄3)(x̄1∨x2∨x3)(x̄1∨ x̄2∨x3); 2)
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(x1∨x2∨x3)(x1∨x2∨x̄3)(x1∨x̄2∨x3)(x1∨x̄2∨x̄3)(x̄1∨x2∨x̄3)(x̄1∨x̄2∨x3)(x̄1∨
x̄2∨x̄3); 3) (x1∨x2∨x3∨x4)(x1∨x2∨x3∨x̄4)(x1∨x̄2∨x3∨x̄4)(x1∨x̄2∨x̄3∨x̄4);
4) (x1∨x2∨x3∨x4)(x1∨x2∨x3∨ x̄4)(x1∨x2∨ x̄3∨x4)(x1∨x2∨ x̄3∨ x̄4)(x1∨
x̄2 ∨ x3 ∨ x4)(x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨ x̄4)(x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3 ∨ x4)(x̄1 ∨ x2 ∨ x̄3 ∨ x4)(x̄1 ∨ x̄2 ∨
x3∨x4)(x̄1∨ x̄2∨x3∨ x̄4)(x̄1∨ x̄2∨ x̄3∨x4). 10.9 1) x̄1x̄2x̄3∨ x̄1x̄2x3∨ x̄1x2x̄3,
(x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3)∧ (x̄1 ∨ x2 ∨ x3)∧ (x̄1 ∨ x2 ∨ x̄3)∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3)∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3);
2) x1x2x3∨x1x̄2x3∨x1x2x̄3∨x1x̄2x̄3∨ x̄1x̄2x3, (x1∨x2∨x3)∧ (x1∨ x̄2∨x3)∧
(x1∨ x̄2∨ x̄3); 3) x̄1x̄2x̄3∨ x̄1x̄2x3∨ x̄1x2x̄3∨x1x2x3, (x1∨ x̄2∨ x̄3)∧ (x̄1∨x2∨
x3)∧(x̄1∨x2∨ x̄3)∧(x̄1∨ x̄2∨x3); 4) 0, (x1∨x2∨x3)∧(x1∨x2∨ x̄3)∧(x1∨ x̄2∨
x3)∧(x1∨ x̄2∨ x̄3)∧(x̄1∨x2∨x3)∧(x̄1∨x2∨ x̄3)∧(x̄1∨ x̄2∨x3)∧(x̄1∨ x̄2∨ x̄3);
5) x̄1x̄2x̄3 ∨ x̄1x̄2x3 ∨ x̄1x2x̄3 ∨ x̄1x2x3 ∨ x1x2x3, (x̄1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x̄1 ∨ x2 ∨
x̄3)∧ (x̄1∨ x̄2∨x3); 6) x̄1x2x3x̄4∨x1x̄2x̄3x̄4∨x1x̄2x̄3x4∨x1x̄2x3x̄4∨x1x̄2x3x4,
(x1∨x2∨x3∨x4)∧ (x1∨x2∨x3∨ x̄4)∧ (x1∨x2∨ x̄3∨x4)∧ (x1∨x2∨ x̄3∨ x̄4)∧
(x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨ x4)∧ (x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨ x̄4)∧ (x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3 ∨ x̄4)∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨
x4)∧ (x̄1∨ x̄2∨x3∨ x̄4)∧ (x̄1∨ x̄2∨ x̄3∨x4)∧ (x̄1∨ x̄2∨ x̄3∨ x̄4); 7) x̄1x̄2x3x̄4∨
x̄1x̄2x3x4∨ x̄1x2x3x̄4∨ x̄1x2x3x4∨x1x̄2x3x̄4∨x1x̄2x3x4∨x1x2x̄3x̄4∨x1x2x̄3x4,
(x1∨x2∨x3∨x4)∧ (x1∨x2∨x3∨ x̄4)∧ (x1∨ x̄2∨x3∨x4)∧ (x1∨ x̄2∨x3∨ x̄4)∧
(x̄1∨x2∨x3∨x4)∧(x̄1∨x2∨x3∨ x̄4)∧(x̄1∨ x̄2∨ x̄3∨x4)∧(x̄1∨ x̄2∨ x̄3∨ x̄4); 8)
x̄1x2x̄3∨x1x̄2x̄3∨x1x̄2x3∨x1x2x3, (x1∨x2∨x3)∧(x1∨x2∨x̄3)∧(x1∨x̄2∨x̄3)∧
(x̄1∨ x̄2∨x3); 9) x̄1x̄2x̄3∨x1x2x̄3∨x1x2x3, (x1∨x2∨ x̄3)∧(x1∨ x̄2∨x3)∧(x1∨
x̄2∨ x̄3)∧ (x̄1∨x2∨x3)∧ (x̄1∨x2∨ x̄3); 10) x̄1x̄2x3∨ x̄1x2x̄3∨x1x̄2x̄3∨x1x2x3,
(x1 ∨ x2 ∨ x3)∧ (x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3)∧ (x̄1 ∨ x2 ∨ x̄3)∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x3); 11) x̄1x̄2x3x̄4 ∨
x̄1x2x3x̄4∨ x̄1x2x3x4∨x1x̄2x̄3x4∨x1x̄2x3x̄4∨x1x̄2x3x4∨x1x2x̄3x̄4∨x1x2x̄3x4,
(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x̄4)∧ (x1 ∨ x2 ∨ x̄3 ∨ x̄4)∧ (x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨
x4) ∧ (x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨ x̄4) ∧ (x̄1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3 ∨ x4) ∧ (x̄1 ∨
x̄2 ∨ x̄3 ∨ x̄4); 12) x̄1x̄2x̄3x̄4 ∨ x̄1x̄2x̄3x4 ∨ x̄1x̄2x3x̄4 ∨ x̄1x̄2x3x4 ∨ x̄1x2x̄3x4 ∨
x̄1x2x3x̄4∨x1x̄2x̄3x4∨x1x̄2x3x̄4∨x1x2x̄3x̄4∨x1x2x̄3x4∨x1x2x3x̄4∨x1x2x3x4,
(x1∨ x̄2∨x3∨x4)∧ (x1∨ x̄2∨ x̄3∨ x̄4)∧ (x̄1∨x2∨x3∨x4)∧ (x̄1∨x2∨ x̄3∨ x̄4).
10.10 1) 2n−n−1; 2) n+1; 3) 2n−1; 4) 2n−1+2. 10.11 1) 2n ·k+2m · l−kl;
2) kl. 10.12 1) x̄1x̄2 + x̄2x4 + x̄3x4; 2) x1x̄2x3 + x̄1x2x̄4 + x̄2x̄3x4 + x1x̄2x4;
3) x1 + x2 + x3 + x4; 4) x̄3x̄4 + x̄2x3x4 + x1x̄2x4 + x̄1x̄2x3 + x1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x̄4.
10.13 1) x1x̄2x3 + x̄1x̄3 + x2x̄3; 2) x1 + x̄2x̄3; 3) x1x2 + x̄1x̄2x3 + x2x̄3; 4)
x1x2x3 + x1x2x̄4 + x1x̄3x̄4. 10.14 Вказiвка: простими iмплiкантами є всi
кон’юнкти скороченої ДНФ. 1. Скорочена ДНФ x1 + x̄2 є тупиковою; всi
простi iмплiканти ядровi. 2. Скорочена ДНФ x̄2 + x1x̄3 є тупиковою; всi
простi iмплiканти ядровi. 3. Скорочена ДНФ x1+ x̄2+ x̄3 є тупиковою; всi
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простi iмплiканти ядровi. 4. Скорочена ДНФ x̄1x2+x1x̄2+x̄3 є тупиковою;
всi простi iмплiканти ядровi. 5. Скорочена ДНФ x̄2x3+x2x̄3+ x̄1x̄2+ x̄1x̄3,
тупиковi T1 = x̄2x3+x2x̄3+x̄1x̄2, T2 = x̄2x3+x2x̄3+x̄1x̄3; ядровi iмплiканти
x̄2x3 + x2x̄3. 6. Скорочена ДНФ x̄1x̄2 + x̄1x3 + x̄2x̄3 + x1x̄3 + x1x2 + x2x3,
тупиковi T1 = x1x2+x̄2x̄3+x̄1x3, T2 = x1x̄3+x̄1x̄2+x2x3, T3 = x1x2+x1x̄3+
x̄1x̄2+ x̄1x3, T4 = x1x2+x2x3+ x̄2x̄3+ x̄1x̄2, T5 = x2x3+ x̄1x3+x1x̄3+ x̄2x̄3;
ядрових iмплiкант нема. 7. Скорочена ДНФ x̄1x̄2 + x1x2x̄3 + x1x̄3x4 +
x̄2x̄3x4 + x2x̄3x̄4 + x̄1x̄3x̄4, тупиковi T1 = x̄1x̄2 + x2x̄3x̄4 + x1x̄3x4, T2 =
x̄1x̄2 + x1x̄3x4 + x1x2x̄3 + x̄1x̄3x̄4, T3 = x̄1x̄2 + x1x2x̄3 + x2x̄3x̄4 + x̄2x̄3x4,
T4 = x̄1x̄2+x1x2x̄3+x̄1x̄3x̄4+x̄2x̄3x4; ядрова iмплiканта x̄1x̄2. 8. Скорочена
ДНФ x2x̄3x̄4 + x̄2x̄3x4 + x̄2x3x̄4 + x̄1x̄3x̄4 + x̄1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x̄4, тупиковi T1 =
x2x̄3x̄4+ x̄2x̄3x4+ x̄2x3x̄4+ x̄1x̄3x̄4, T2 = x2x̄3x̄4+ x̄2x̄3x4+ x̄2x3x̄4+ x̄1x̄2x̄3,
T3 = x2x̄3x̄4 + x̄2x̄3x4 + x̄2x3x̄4 + x̄1x̄2x̄4; ядровi iмплiканти x2x̄3x̄4, x̄2x̄3x4,
x̄2x3x̄4. 9. Скорочена ДНФ x1x3x4 + x̄1x3x̄4 + x2x̄3x4 + x̄1x̄3x4 + x1x2x4 +
x̄1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x̄4, тупиковi T1 = x1x3x4 + x̄1x3x̄4 + x2x̄3x4 + x̄1x̄2x̄3, T2 =
x1x3x4+ x̄1x3x̄4+x2x̄3x4+ x̄1x̄3x4+ x̄1x̄2x̄4, T3 = x1x3x4+ x̄1x3x̄4+x1x2x4+
x̄1x̄3x4 + x̄1x̄2x̄3, T4 = x1x3x4 + x̄1x3x̄4 + x1x2x4 + x̄1x̄3x4 + x̄1x̄2x̄4; ядровi
iмплiканти x1x3x4, x̄1x3x̄4. 10. Скорочена ДНФ x1x̄4 + x̄1x3x4 + x2x̄3x4 +
x1x2x̄3 + x̄1x2x4 + x2x3x̄4 + x̄1x2x3, тупиковi T1 = x1x̄4 + x̄1x3x4 + x2x̄3x4 +
x̄1x2x3, T2 = x1x̄4+ x̄1x3x4+x2x̄3x4+x2x3x̄4, T3 = x1x̄4+ x̄1x3x4+x1x2x̄3+
x̄1x2x4 + x̄1x2x3, T4 = x1x̄4 + x̄1x3x4 + x1x2x̄3 + x̄1x2x4 + x2x3x̄4; ядровi
iмплiканти x1x̄4, x̄1x3x4. 11. Скорочена ДНФ x̄1x3x4 + x̄1x2x̄4 + x1x̄3x4 +
x1x2x4 + x1x̄2x̄3 + x1x̄2x̄4 + x1x3x̄4 + x2x3, тупиковi T1 = x̄1x3x4 + x̄1x2x̄4 +
x1x̄3x4+x1x̄2x̄4+x2x3, T2 = x̄1x3x4+x̄1x2x̄4+x1x̄3x4+x1x̄2x̄3+x1x3x̄4+x2x3,
T3 = x̄1x3x4 + x̄1x2x̄4 + x1x2x4 + x1x̄2x̄3 + x1x̄2x̄4 + x2x3, T4 = x̄1x3x4 +
x̄1x2x̄4+x1x2x4+x1x̄2x̄3+x1x3x̄4, T5 = x̄1x3x4+ x̄1x2x̄4+x1x̄3x4+x1x2x4+
x1x̄2x̄4 + x1x3x̄4; ядровi iмплiканти x̄1x3x4, x̄1x2x̄4. 12. Скорочена ДНФ
x̄1x̄2x3 + x̄2x3x̄4 + x̄1x2x̄3 + x2x̄3x̄4 + x1x̄2x̄3 + x̄1x3x4 + x̄1x2x4 + x2x3x4 +
x1x2x3 + x1x̄4, тупиковi T1 = x1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x3 + x̄1x2x̄3 + x2x3x4 + x1x̄4,
T2 = x1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x3 + x̄1x2x̄3 + x̄1x3x4 + x1x2x3 + x1x̄4, T3 = x1x̄2x̄3 +
x̄1x̄2x3 + x̄1x2x̄3 + x̄1x2x4 + x1x2x3 + x1x̄4, T4 = x1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x3 + x̄2x3x̄4 +
x̄1x2x̄3+x2x̄3x̄4+x2x3x4+x1x2x3, T5 = x1x̄2x̄3+ x̄2x3x̄4+ x̄1x2x̄3+ x̄1x3x4+
x2x3x4 + x1x̄4, T6 = x1x̄2x̄3 + x̄2x3x̄4 + x̄1x2x̄3 + x̄1x3x4 + x1x2x3 + x1x̄4,
T7 = x1x̄2x̄3 + x̄2x3x̄4 + x̄1x2x̄3 + x2x̄3x̄4 + x̄1x3x4 + x1x2x3, T8 = x1x̄2x̄3 +
x̄1x̄2x3 + x2x̄3x̄4 + x̄1x2x4 + x2x3x4 + x1x̄4, T9 = x1x̄2x̄3 + x̄1x̄2x3 + x2x̄3x̄4 +
x̄1x2x4+x1x2x3+x1x̄4, T10 = x1x̄2x̄3+ x̄1x̄2x3+ x̄2x3x̄4+x2x̄3x̄4+ x̄1x2x4+
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x1x2x3, T11 = x1x̄2x̄3 + x̄2x3x̄4 + x2x̄3x̄4 + x̄1x3x4 + x̄1x2x4 + x2x3x4 + x1x̄4,
T12 = x1x̄2x̄3+x̄2x3x̄4+x2x̄3x̄4+x̄1x3x4+x̄1x2x4+x1x2x3; ядрова iмплiканта
x1x̄2x̄3. 10.15 1) Скорочена ДНФ x3x4+x1x2x3+ x̄1x2x4+ x̄1x̄2x3+x1x̄2x4,
тупикова x1x2x3 + x̄1x2x4 + x̄1x̄2x3 + x1x̄2x4; всi простi iмплiканти, крiм
x3x4, ядровi; 2) скорочена ДНФ x̄1x2x4+x̄1x̄2x̄4+x1x̄2x4+x̄1x̄3x̄4+x̄1x2x̄3,
тупиковi T1 = x̄1x2x4 + x̄1x̄2x̄4 + x1x̄2x4 + x̄1x̄3x̄4, T2 = x̄1x2x4 + x̄1x̄2x̄4 +
x1x̄2x4 + x̄1x2x̄3; ядровi iмплiканти x̄1x2x4, x̄1x̄2x̄4, x1x̄2x4; 3) скорочена
ДНФ x̄1x2+ x̄3x̄4+ x̄1x̄3+x2x4+x2x̄3, тупикова x̄1x2+ x̄3x̄4+ x̄1x̄3+x2x4,
ядровi iмплiканти x̄1x2, x̄3x̄4, x̄1x̄3, x2x4. 10.17 Скорочена ДНФ x1x4 +
x̄2x3 + x̄1x̄4 + x2x̄3 є тупиковою; всi простi iмплiканти ядровi. 10.18 1.

Булевi функцiї та функцiональна повнота

11.1 1.

x1 x2 x2 ↓ x2 x1|x2

0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0

. 2. 1) x1 ∧ x2 = (x1 ↓ x1) ↓ (x2 ↓ x2),

x1 ∨ x2 = (x1 ↓ x2) ↓ (x1 ↓ x2), x̄ = x ↓ x; 2) x1 ∧ x2 = (x1|x2)|(x1|x2), x1 ∨
x2 = (x1|x1)|(x2|x2), x̄ = x|x. 11.2 1) {x1, x̄1, x2, x̄2}; 2) {0, x1, x2, x1 ⊕ x2};
3) {0, 1, x1, x2, x̄1, x̄2}; 4) {x1, x2, x1 ∧ x2}. 11.3 1) {x, x̄}; 2) {x, x̄, 0, 1}; 3)
{x, x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3, . . .}; 4) P2. 11.4 1) x → 0; 2) ((x ↓ x) ↓ (y ↓ y)) ↓
(x ↓ y); 3) x ⊕ (x ⊕ x); 4) x1 ↔ (x2 ↔ x3). 11.5 1), 3), 5) Так; 2), 4) нi.
11.8 Польський запис: 1) ∨ ∧ x y ⊕ y z; 2) + x y ; 3) · x − y 2 ;
4) · + x 5 − y 1 ; 5) · ∧ x 2 ∧ + 1 y 3 , де ≪∧≫ позначає операцiю
пiднесення до степеня, наприклад, x∧y = xy; 6) − exp − · 3 x ∧ x 2 1, де
exp(x) = ex. Обернений польський запис: 1) x y ∧ y z ⊕ ∨; 2) x y + ; 3)
x y 2 − · ; 4) x 5 + y 1 − · ; 5) x 2 ∧ 1 y + 3 ∧ · , 6) 3 x · x 2 ∧ − exp 1 − .
11.9 1) (x⊕ y)⊕ z; 2) (x∨ y)∧ (z ↓ x). 11.10 1), 3), 4), 8) Так; 2), 5–7) нi.
11.11 1) (0100); 2) (1010 0101); 3) (1001 0110). 11.12 1), 3), 5–8) Так; 2),
4) нi. 11.13 1) 0 = f(x, x, x̄), 1 = f(x, x, x̄); 2) 0 = f(x, x̄, x̄), 1 = f(x, x̄, x̄);
3) 0 = f(x, x̄, x̄), 1 = f(x, x̄, x̄); 4) 0 = f(x, x̄, x, x), 1 = f(x, x̄, x, x). 11.14
2) 0 = f(x, x̄), 1 = f(x, x̄); 4) 0 = f(x, x, x), 1 = f(x, x, x). 11.15 1)
x ⊕ y ⊕ xy; 2) 1 ⊕ x; 3) 1 ⊕ x ⊕ xy; 4) 1 ⊕ x ⊕ y; 5) 1 ⊕ xy ⊕ xyz; 6)
1 ⊕ xz ⊕ xyz; 7) z ⊕ xy ⊕ xyz; 8) y ⊕ xz; 9) x ⊕ y ⊕ xy ⊕ xz ⊕ yz ⊕ xyz;
10) 1 ⊕ y ⊕ z ⊕ xy ⊕ yz ⊕ xyz; 11) 1 ⊕ x ⊕ y ⊕ z ⊕ t. Лiнiйнi функцiї 2),
4), 11). 11.16 1) x ⊕ y; 2) 0; 3) 1 ⊕ x ⊕ y ⊕ xz ⊕ yz; 4) x ⊕ y ⊕ z; 5)
x ⊕ y ⊕ z; 6) x ⊕ xyz; 7) 1 ⊕ x ⊕ xy; 8) 1 ⊕ x ⊕ y ⊕ z; 9) 1 ⊕ x ⊕ z; 10)
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1⊕x⊕z⊕xy; 11) 1⊕x⊕z⊕xy⊕xt⊕yt⊕xyt; 12) 1⊕x⊕y⊕z⊕ t. Лiнiйнi
функцiї 1–2), 4–5), 8–9), 12). 11.17 1) f(x, ȳ); 2) f(x̄, ȳ); 3) f(x̄, ȳ, 0); 4)
f(x, ȳ, ȳ, 0). 11.18 1), 4), 6–7) Нi; 2–3), 5), 8) так. 11.19 1–2), 4–6), 7) Так;
3), 5), 8) нi. 11.20 1) (010), (110); 2) (100), (110); 3) (110), (111); 4) (011),
(010); 5) (1110), (1111); 6) (0000), (0001). 11.21 1) f(x, 1); 2) f(0, x); 3)
f(x, 0, 1); 4) f(x, 1, 0); 5) f(x, 1, 1, 1); 6) f(0, 0, 0, x). 11.22 1) x̄ = f(x, 1);
4) x̄ = f(0, x, 1); 6) x̄ = f(x, 0, 1); 7) x̄ = f(0, 0, 1, x). 11.24 1. f1 при
непарних n; f2 при n = 4k − 1, де k ∈ N; f3 при n = 3; f4 при непарних
n. 2. f1 при парних n; f2 при n = 4k або n = 4k + 1, де k ∈ N. 3. f1 при
n = 1; f2 при n = 2 або n = 3. 11.25 T ∗

0 = T1, T ∗
1 = T0, M∗ = M , S∗ = S,

L∗ = L. 11.27 1. 22n . 2. 22n−1. 3. 22n−1. 4. 22n−1 . 5. 2n+1. 11.28 1. {x, x̄, y, ȳ}.
Жодна. 2. {α⊕x, α⊕y, α⊕z, α⊕m(x, y, z), α⊕m(x̄, y, z), α⊕m(x, ȳ, z), α⊕
m(x, y, z̄), α⊕x⊕y⊕z}, де α ∈ {0, 1}, m(x, y, z) = (x∧y)∨(x∧z)∨(y∧z). 3.
{0, 1, x, x̄, y, ȳ, x⊕y, x ↔ y}. 11.30 1–3) Нi. 11.31 1–2), 4), 6–7) Повний; 3),
5), 8) неповний. 11.32 1–2), 4) Неповний; 3) повний. 11.33 1), 4) Повний;
2), 3) неповний.
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